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Einleitung

Sei E ein komplexes Vektorbiindel iiber einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
M und ¢(E) =1+¢1+ -+ +¢, € H*(M,R) die totale Chern-Klasse. Betrachtet
man die formale Faktorisierung 14+-c¢;+- - -+¢, = (14z1) - - - (1+x,), fait man also
die Chern—Klassen als elementarsymmetrische Polynome in den Unbestimmten
Z1,...,2T, auf, so kann man den symmetrischen Ausdruck

ch(E)=¢€" +---+ €™

als universelles Polynom in den Chern—Klassen schreiben (sieche [Mic89, p. 234]).
Dieses Element der Kohomologie—Algebra heifit Chern—Charakter von E.

In dieser Arbeit wird eine C++-Klassenbibliothek vorgestellt, mit der man
diese und #dhnliche Konstruktionen explizit berechnen kann. Dafiir wurden Klas-
sen fiir die verschiedenen algebraischen Strukturen geschrieben, die in diesem
Zusammenhang auftauchen, wie zum Beispiel graduierte (Ko—)Algebren, Lie—
Algebren, duflere und Cliffordalgebren, Polynome, multiplikative Sequenzen und
eine Verallgemeinerung des Chern—-Charakters, additiven Sequenzen.

Es wurde hierfiir die Programmiersprache C++ gewéhlt, da die Konzepte der
Objektorientierung, die diese Sprache zur Verfiigung stellt, sich sehr gut fiir eine
Sammlung von verschiedenen mathematischen Strukturen eignet. Das Konzept
der Klassen erlaubt es, mit Objekten wie einer Algebra oder einem Polynom
wie mit Variablen der bekannten Datentypen Integer oder Gleitkomma-Zahlen
umzugehen. Der modulare Aufbau einer Klassenbibliothek sorgt dafiir, da} man
die Klassen in ganz unterschiedlichen Situationen spezifisch einsetzen kann. Man
braucht nur die Klassen, die man benotigt, einbinden, und kann dann sein eigenes
Programm schreiben, das auf das betreffende Problem genau zugeschnitten ist.

Sehr niitzlich zum Modellieren mathematischer Begriffe ist der Vererbungsme-
chanismus. Man sagt, eine Klasse sei von einer anderen, der sogenannten Basis-
klasse, abgeleitet, wenn sie alle Eigenschaften der Basisklasse und eventuell noch
zusitzliche hat (man kann hier den programmiertechnischen Begriff Klasse und
den mathematischen Begriff Kategorie fast synonym verwenden: eine abgeleitete
Klasse entspricht dann einer Unterkategorie). Eigenschaften sind in diesem Zu-
sammenhang die Elemente der Klasse, das heifit die internen Daten, die man zum
Abspeichern eines Objekts der Klasse (eines Elements der Kategorie) braucht, und
die Methoden der Klasse, das heifit die Funktionen (Abbildungen oder Funkto-
ren), die man auf Objekte der betreffenden Klasse anwenden kann. Sie gehren im
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objektorientierten Ansatz untrennbar zur Klasse. Es ergeben sich aus der mathe-
matischen Theorie natiirliche Vererbungsbeziehungen, zum Beispiel ist die Kate-
gorie der graduierten Algebren eine Unterkategorie der graduierter Vektorrdume
und der der Algebren, also kann man die Klasse fiir graduierte Algebren von der
Klasse fiir graduierte Vektorraume und der fiir Algebren ableiten.

Um mit Elementen der Algebren oder Polynomen rechnen zu konnen, bietet
das Operator Overloading eine komfortable Moglichkeit, arithemtische Operato-
ren fiir die Element—Klassen zu schreiben. Zum Beispiel kann man mit den Ele-
menten a, b und ¢ einer Algebra Ausdriicke wie a* (b+c) berechnen, die sich von
selbst erkldren.

Erheblich zur Flexibilisierung der Klassen tragt das Konzept der Schablonen
oder Templates bei, denn damit kann der Datentyp eines oder mehrerer Elemen-
te einer Klasse zunéchst offen bleiben, er wird erst spéter in der Anwendung
festgelegt. In dieser Bibliothek wurden alle (Ko—)Algebra—, Element— und Po-
lynomklassen als Templates iiber dem Grundkérper bzw. —ring implementiert.
Daher steht es dem Benutzer frei, mit ganzen, FlieBkomma— oder Primratzahlen
(siche Anhang A) oder irgendeinem anderen Datentyp zu rechnen.

Die vorliegende Algebra—Klassenbibliothek wurde auf einem Linux—Rechner
mit dem GNU C+-+—Compiler (2.7.2.1) erstellt und getestet. Die Implementie-
rung richtet sich nach dem ANSII-Standardentwurf fiir C++ (siehe [Bre95)),
es wurden nur einige wenige Klassen aus der GNU-Library benutzt. Will man
die Bibliothek auf einem anderen System nutzen, miissen diese Klassen oder ihr
Quellcode aus der GNU-Library zur Verfiigung stehen.

Im ersten Teil dieser Arbeit werden die algebraischen Strukturen, die in der
Algebra—Bibliothek als Klassen vorhanden sind, eingefiihrt, sowie deren Umset-
zung in Datenstrukturen und einige Algorithmen beschrieben. Der zweite Teil
besteht aus einer vollstdndigen Dokumentation aller Klassen der Bibliothek in-
klusive einiger allgemeiner Hinweise zu ihrer Benutzung.

An dieser Stelle méchte ich mich bei Herrn Prof. Bar fiir die Vergabe und Be-
treuung dieser Arbeit bedanken. Ebenfalls gedankt sei allen, die mich wahrend
der Fertigstellung der Arbeit in irgendeiner Weise unterstiitzt haben. Insbeson-
dere seien Stephanie Schliiter, Martin Lohner, Catharina Stroppel, Karen Giinzl
und Harald Alferi genannt, die diese Arbeit oder Teile daraus korrekturgelesen
haben. Besonderer Dank gilt meinen Eltern, die mir mein Studium ermdglicht
haben, und meiner Freundin Pia, die mich vor allem gegen Ende der Arbeit sehr
unterstiitzt hat.
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Kapitel 1

Graduierte Algebren und
Koalgebren

In diesem Kapitel werden die Algebra—Strukturen eingefiihrt, die in der Bibliothek
als Klassen vorhanden sind, insbesondere graduierte Algebren und Koalgebren,
Kettenkomplexe und Differentialalgebren. Den Abschnitten 1.1, 1.2, 1.4 und 1.5
liegt im wesentlichen das Buch [Oni94] und dem Abschnitt 1.3 das Buch [Mic89]
zugrunde.

1.1 Graduierte Vektorraume

Sei I' eine additiv geschriebene abelsche Gruppe und K ein Kérper. Ein Vektor-
raum V iiber K heifit ['-graduiert, wenn auf ihm eine [I'-Graduierung, d.h. eine
Zerlegung in die direkte Summe von Unterrdumen

v=V,

vel’

gegeben ist. Elemente x € V,, heiflen homogene Elemente vom Grad -y, geschrieben
v = Dzx. Jeder Vektorraum V kann fiir ein festes v € I' mit der ['-Graduierung
V, =V, Vs=0fiir alle 6 € I' \ {7} versehen werden. In diesem Fall sagt man, V'
ist graduiert vom Grad -y, und man schreibt V' = V},,.

Ein I'-graduierter Vektorraum V" heifit von endlichem Typ, wenn dim V., < oo
fiir alle y € T,

Ein Unterraum U eines I'-graduierten Vektorraums V' heifit ['-graduiert, wenn
U= @%F U, mit U, = UNYV,. Ist U I'-graduiert, so ist der Quotientenraum
V/U natiirlich isomorph zu P, 1V, /U, und damit I'-graduiert.

Fiir eine feste Gruppe I' bilden die I'-graduierten Vektorrdume eine Kategorie,
deren Morphismen die graderhaltenden linearen Abbildungen f:V — W sind,
d.h. f(V,) c W, fiir alle v € T'. Allgemein heifit eine lineare Abbildung f :
V' — W zwischen I'-graduierten Vektorrdumen V und W wvom Grad 6 € T,

13



14 KAPITEL 1. GRADUIERTE ALGEBREN UND KOALGEBREN

wenn f(V,) C W, fiir alle v € I'. Die Morphismen sind damit die linearen
Abbildungen vom Grad 0. Die linearen Abbildungen vom Grad ¢ bilden einen
Unterraum vom Raum L(V, W) aller linearer Abbildungen von V' nach W, der
mit L(V, W)s bezeichnet wird.

Seien V und W zwei ['-graduierte Vektorrdume. Dann ist die direkte Summe
V @ W T'-graduiert durch (V@ W), =V, @ W, fiir v € I'. Analog ist die direkte
Summe einer beliebigen Familie ['-graduierter Vektorrdume definiert.

Im folgenden werden die Graduierungsgruppen I' = Z, Zy = Z/27, Ly ® - - - @
Zy, 7" =7 ... 0 Z (r—mal) benutzt. In der Algebra—Klassenbibliothek sind Z-
und Zsy—graduierte Vektorrdiume implementiert. Ein Z-graduierter Vektorraum
V wird einfach graduiert genannt. Die Graduierung auf V' heifit nach links (oder
rechts) beschrinkt, wenn V; = 0 ist fiir hinreichend kleine (bzw. grofie) ¢ € Z. Die
Graduierung heifit endlich, wenn sie nach links und rechts beschrinkt ist.

Ein Zs—graduierter Vektorraum heifit manchmal auch Superraum. Die Ele-
mente von Zs seien 0 = 27 und 1 = 1+2Z. Fiir einen Zy—graduierten Vektorraum
V = V5 @ Vi heiflen die Elemente von V gerade und die von Vi ungerade. Jeder
graduierte Vektorraum induziert eine Z,—Graduierung durch

Vo= @V% Vi= @‘@iﬂ- (1.1)
iel iel

Z*-graduierte Vektorraume heiflen bigraduiert. Fiir einen bigraduierten Vek-
torraum V" bezeichne V;; den Unterraum V{; jy der homogenen Elemente vom Grad
(1,7) € 72. Die Zahlen 7, j und i+ j heilen erster, zweiter bzw. totaler Grad eines
Elements von V;;. Demnach kann ein bigraduierter Vektorraum auf drei verschie-
dene Arten als Z—graduiert aufgefafit werden, nach dem ersten, dem zweiten oder
dem totalen Grad. Die entsprechenden Graduierungs—Unterrdume sind

Vie = Vg, Vo = P Vi baw. Vi = P Vi

jel el i+j=k

Analog heiflen bei einem Zy @ Zy—graduiertem Vektorraum die Elemente 7,
Jund ¢ + j von Zy erster, zweiter bzw. totaler Grad eines Elements von V;; =
Viij)- Entsprechend kann man auch diesen Vektorraum auf drei Arten als Zjy—
graduierten Vektorraum auffassen, dessen Graduierungs—Unterrdume wie fiir die
bigraduierten Vektorrdume definiert sind.

Das Tensorprodukt V' @& W zweier (Zy—)graduierter Vektorraume V und W
kann als bigraduierter (bzw. Z, @ Zy-graduierter) Vektorraum aufgefafit werden
durch (V@W);; = VieW;, i,j € Zbzw. i,j € Zy, und damit als (Z,—)graduierter
Vektorraum nach dem ersten, zweiten oder totalen Grad. Sind V und W von
endlichem Typ und ihre Graduierungen nach links (oder rechts) beschrénkt, so
ist V ® W beziiglich des totalen Grades von endlichem Typ.

Seien V und W graduierte Vektorrdume. Wie oben bezeichne L(V, W), den
Raum der linearen Abbildungen V. — W vom Grad k. Offensichtlich ist die
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Familie der Unterrdume L(V, W), k € Z, linear unabhéngig, und man bekommt

den Unterraum
=PLy,w),
kel
von L(V,W), der ein graduierter Vektorraum ist. Wenn die Graduierungen von
V und W endlich sind, gilt L'(V, W) = L(V, W).

Insbesondere ist fiir einen graduierten Vektorraum V' der duale graduierte
Vektorraum definiert durch V* = L'(V, K) mit (V*); = (V_;)*. Offensichtlich
gibt es eine natiirliche lineare Abbildung ¢ : V' — (V*)* vom Grad 0. Ist V von
endlichem Typ, so ist ¢ ein Isomorphismus, und man identifiziert V und seinen
Bidualraum.

Fiir eine beliebige Familie (V®);c; von graduierten Vektorriumen gibt es eine
natiirliche Injektion @, _, V0" — (p,.; V®)*.

Lemma 1.1 [Oni94, p. 100] Sei (VW)ic; eine Familie von gmduzerten Vek-
torrdumen mat der Figenschaft, daf fir festes ] 6 Z nur endlich viele V #0

sind. Dann ist die natirliche Injektion €, = (B, VO)* ein [somor—
phismus.

Beweis. Fiir alle j € Z gilt (,; V! )J: =@, (VD) = @ieI(V_(?)* und
@Bic; V) = (Bic; VD) _j)* = (@, V")*. Da beide Summen endlich sind,
ist die natiirliche Injektion in jedem Grad j ein Isomorphismus. 0

Manchmal ist eine andere Graduierung des Dualraums V* giinstiger, namlich
(V)i = (Vo).

Fiir einen graduierten Vektorraum V' ist der Graduierungsoperatore € L(V,V ),
durch e(z) = rzx fir x € V,, r € Z, definiert. Offensichtlich ist er diagona-
lisierbar.Wenn charK = 0 ist, sind alle Eigenwerte von e ganzzahlig, und die
Graduierung auf V' stimmt mit der Eigenraumzerlegung iiberein. Also kann eine
Graduierung auf einem Vektorraum V durch einen diagonalisierbaren linearen
Operator € mit ganzzahligen Eigenwerten definiert werden.

Sei V' ein graduierter Vektorraum von endlichem Typ. Man definiert die fol-
gende formale Potenzreihe mit nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten:

p(Vit) = (dimV;)t,
ieZs
die Poincaré-Reihe von V bzw. das Poincaré—Polynom, wenn die Graduierung
endlich ist. Es gelten die folgenden Gleichungen:

p(VeW,t) = p(V,t)+p(W,1),

p(VeWt) = p(V,t)p(W.1),
p(V/Ut) = p(Vt) — (U t),
p(V*,t) = p(Vit™h),
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wobei V', W graduierte Vektorrdume sind, U ein graduierter Unterraum von V'
und V ® W nach dem totalen Grad graduiert ist. Ist V' endlichdimensional, so
ist die Fuler—Charakteristik von V definiert durch

X(V)=p(V,=1) =Y (~1)'dimV;.
icZ,

1.2 Graduierte Algebren

Eine Algebra A iiber einem Korper K heif3t I'—graduiert, wenn A ein '-graduierter
Vektorraum ist und die Multiplikation von A die Graduierungsbedingung

AAs C Ay fiiralle v, 6 €T, (1.2)

erfiillt. Offensichtlich ist A, eine Unteralgebra einer I'-graduierten Algebra A, und
wenn A ein Einselement 1 besitzt, setzt man iiblicherweise voraus, dal 1 € A,.
Fiir einen Homomorphismus ¢ : A — B von I'-graduierten Algebren wird
normalerweise vorausgesetzt, dal er den Grad 0 hat und Einselemente, falls sie
existieren, aufeinander abbildet.

Speziell werden graduierte, bigraduierte und Zs—graduierte Algebren betrach-
tet (die letzteren werden auch Superalgebren genannt). Gemifl dem letzten Ab-
schnitt kann jede graduierte Algebra als Zy—graduierte Algebra, und jede bigra-
duierte (oder Zy @ Zo—graduierte) Algebra auf drei Arten (nach dem ersten, dem
zweiten oder dem totalen Grad) als (Zy—)graduierte Algebra aufgefafit werden.

Eine graduierte Algebra A heifit kommutativ, wenn fiir alle homogenen Ele-
mente z,y € A gilt:

yr = (1) P2 DY) gy (1.3)

Eine kommutative graduierte Algebra A ist kommutativ im iiblichen Sinne, wenn
A; = 0 fiir alle ungeraden i € Z.

Eine graduierte Algebra A heifit kanonisch, wenn sie assoziativ und kommuta-
tiv ist, ein Einselement 1 besitzt und wenn A; = 0 fiir i < 0 und Ay =< 1 >. Die
Unteralgebra A einer kanonischen graduierten Algebra A wird mit K identifiziert
durch c— cl, c € K.

Eine graduierte Lie-Algebra L ist eine graduierte Algebra, deren Multiplika-

tion {iblicherweise mit [-, -] bezeichnet wird und folgende Eigenschaften hat:
[y, o] = (=1)PI PV g,y (1.4)

fiir alle homogenen z,y € £ und alle z € £ (oft wird dieses Objekt graduierte
Lie-Superalgebra genannt). Die Eigenschaft (1.5) heifit verallgemeinerte Jacobi-
Identitdit. Eine graduierte Lie—Algebra L ist eine Lie-Algebra im iiblichen Sinne,
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wenn L£; = 0 fiir ungerade i. Umgekehrt kann man eine Lie-Algebra g durch die
Graduierung vom Grad 0 als graduierte Lie-Algebra g auffassen.

Beispiel 1.2 Sei V' ein graduierter Vektorraum. Der graduierte Vektorraum
L'(V,V) ist eine graduierte Algebra mit der iblichen Multiplikation linearer Ab-
bildungen. Mit dem Kommutator

[X,Y] = XY + (—1)(POOV)+Hy x (1.6)

fiir alle homogenen Elemente X,Y € L'(V, V') erhdlt man eine graduierte Lie—
Algebra, bezeichnet mit gl' (V). Allgemein wird jede assoziative graduierte Algebra
durch die Definition (1.6) zu einer graduierten Lie—Algebra.

Ist A eine graduierte Algebra, so wird

Ay = é A
i=1

gesetzt. Dies ist eine graduierte Unteralgebra von A. Wenn A; = 0 fiir ¢+ < 0
ist, ist A, ein Ideal von A. Wenn zusétzlich die Algebra A assoziativ ist, ist
(A)? =< A, A, > C A, ein graduiertes Ideal von A, dessen Elemente zerlegbare
Elemente von A genannt werden. Definiere den graduierten Vektorraum

E(A) = Ay /(A4)%

Jeder Homomorphismus von graduierten Algebren ¢ : A — B bildet A, nach
By ab, (A;)? nach (B,)? und induziert eine lineare Abbildung E(y) : E(A) —
E(B) vom Grad 0.

Sind A und B graduierte oder Zs—graduierte Algebren, kann man ein Produkt
auf A ® B durch

(21 ® 1) (w2 ® y2) = (—1)PIP™) (1125) @ (y12) (1.7)

fiir alle 1 € A, y € B und alle homogenen Elemente 25 € A, y; € B definieren.
Damit wird A ® B zu einer bigraduierten bzw. Zs @ Zo—graduierten Algebra, die
iiblicherweise als graduierte bzw. Z,—graduierte Algebra nach dem totalen Grad
angesehen wird. Diese Algebra ist assoziativ oder kommutativ oder besitzt eine
Eins, wenn dies fiir beide Algebren A und B gilt.

Proposition 1.3 [Oni9/, p. 102] Seien A und B zwei assoziative graduierte Al-
gebren mit Einselementen, und es gelte A; =0 und B; =0 firi <0, Ag =< 1>
und By =<1 >. Dann gilt:

(i) (A®B)y = (A1 ©1)® (1© B,) @ (A1 ® By),
(it) (A®B):)* = ((A4)°*® 1)@ (1® (B4)*) ® (A4 ® B),
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(iii) E(A® B) ~ E(A) ® E(B) (als graduierte Vektorriume).

Beweis. Es ist

o

A® B = @(@ A; ® Bj)
k=0 i+j=k
= AoBeoPUeB)e@PUeB)eP P Aeb)
i=1 j=1 k=1 i+j=k,i,j>0
woraus (i) folgt. Daraus folgt (i), und aus (i) und (ii) folgt (iii). O

Beispiel 1.4 Sei V ein graduierter Vektorraum mit V; =0 fir i < 0 und T (V)
die Tensoralgebra diber V, d.h. T(V) = P,~, To(V), wobei T((V) = Q" V ist.
Die Graduierung auf V definiert eine Graduierung auf T(V), indem TH(V) =
Q" V nach dem totalen Grad graduiert wird, und diese Graduierung auf die di-
rekte Summe T(V') = @,2, To(V) dbertragen wird. Auf diese Weise wird T(V)
zu einer assoziativen graduierten Algebra. Sei weiter I das Ideal, das von Ele-
menten der Formz @y —yQux, v € Vg, y € V, und x ® z, x € Vi, erzeugt
wird, wobei die Zo—Graduierung von V. durch (1.1) gegeben ist. Dann ist I gra-
duiert, und der Quotientenraum X(V') = T(V)/I ist eine kanonische graduierte
Algebra. Ist V =1V, so ist (V) = S(V) die symmetrische Algebra iber V, und
ist V.= Vi, so ist X(V) = AV die duflere Algebra iber V. Offensichtlich gilt
(B(V)4)? = @,222(V), und E(X(V)) ~ V. Daraus folgt, daf8 zwei graduierte
Vektorraume V' und W genau dann isomorph sind, wenn (V) und (W) es
sind.

Ist V. = V' ® V" mit zwei graduierten Vektorriumen V' und V", dann gilt
S(V) =XV @ X(V"). Insbesondere gilt fir jeden graduierten Vektorraum V

S(V) = S(Vs) @ AVA.

Die Algebra (V') erfiillt folgende universelle Eigenschaft: Fir jede assoziative
kommutative graduierte Algebra A mit Einselement und jede lineare Abbildung
@ :V — A vom Grad 0 gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
von graduierten Algebren ¢ : (V) — A mit ¢|V = ¢. Denn ¢ lifit sich
eindeutig auf T(V) als Homomorphismus von graduierten Algebren fortsetzen.
Da ¢ vom Grad 0 ist, bildet diese Fortsetzung wegen der Kommutativitdt von A
das Ideal I auf 0 ab. Also ist die gewiinschte Abbildung ¢ auf X(V') wohldefiniert.

1.3 Die Cliffordalgebra

In diesem Abschnitt soll eine Zy—graduierte Algebra eingefiihrt werden, die fiir
Topologie und Geometrie wichtig ist. Im folgenden sei K stets ein Korper mit
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charK = 0. Sei V' ein Vektorraum iiber K und ¢ eine quadratische Form auf V.
Die Tensoralgebra T(V) = @,-, T¢(V) ist eine assoziative graduierte Algebra
mit Einselement, wobei V' als graduiert vom Grad 1 angesehen werde. Sei J das
Ideal in T(V'), das von allen Elementen der Form z ® = + ¢(x)1, x € V, erzeugt
wird. Der Quotient C/(V, q) = T(V)/J heifit Cliffordalgebra von V und q.

Es gibt eine natiirliche Einbettung V < C/(V, q), die das Bild von V = ®' V
unter der natiirlichen Projektion 7 : T(V) — C{(V, q) ist. Um zu beweisen, daf
7|V injektiv ist, wird gezeigt, da8 JNV = {0}. Jedes Element o € JNV kann als
endliche Summe o = )", a;®(z;®x;+¢q(z;))®b; geschrieben werden, wobei man
annehmen kann, dafl die a; und b; homogene Elemente sind. Da o € V = ®1 Vv
ist, mul > . ay ® xy @ xy ® by = 0 sein, wobei iiber die Indizes ¢ summiert wird,
fir die Day + Dby maximal ist. Dies impliziert, dafl ), ay ® q(xy)by = 0 ist.
Induktiv sieht man, dal a = 0 ist.

Die Algebra C{(V,q) wird erzeugt vom Vektorraum V' C C{(V,q) und dem
Einselement 1 mit den Relationen

z-r=—q(x)l firalle zeV. (1.8)
Auflerdem gilt
r-y+y-z=-2p(xr,y)l firale =z,yecV, (1.9)

wobei p(z,y) = 3(¢(z +y, z + y) — ¢(2) — ¢(y)) die Polarform von g ist.
Die Cliffordalgebra C{(V, q) erfiillt folgende universelle Eigenschaft:

Proposition 1.5 [Mic89, p. 8] Fiir jede assoziative Algebra A iber K mit Eins-
element und jede lineare Abbildung ¢ :' V — A mit der Eigenschaft, dafs

p(x) - o(r) = —q(2)1 (1.10)

fiir alle x € V, existiert genau ein Homomorphismus von Algebren ¢ : CU(V,q) —
A mit |V = ¢. Ferner ist CL(V,q) bis auf Isomorphie die einzige Algebra mit
dieser Figenschaft.

Beweis. Die lineare Abbildung ¢ : V' — A besitzt eine eindeutige Fortsetzung
¢ : T(V) — A als Algebrahomomorphismus. Die Eigenschaft (1.10) impliziert,
daBl ¢|J =0, also ist ¢ : CL(V,q) — A, ¢(a+ J) = @(a) wohldefiniert. Sei nun
C' eine assoziative Algebra mit Einselement und einer Einbettung i : V — C|
die die universelle Eigenschaft erfiillt. Setzt man den Isomorphismus i : V C
CL(V,q) — i(V)) C C auf die Tensoralgebra i : T(V) — C fort, so erfiillt dessen
Einschrinkung auf V' die Eigenschaft (1.10) und induziert nach der universellen
Eigenschaft einen Homomorphismus i : C/(V, q) — C, der bijektiv ist, da C von
i(V) durch die Relationen (1.8) erzeugt wird. O

Die Cliffordalgebren iiber einem festen Kérper K bilden eine Kategorie, deren
Morphismen Algebrahomomorphismen sind. Die Proposition 1.5 zeigt, dafl die
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Zuordnung (V, q) — CL(V, q) ein Funktor von der Kategorie der Vektorrdume mit
ausgezeichneter quadratischer Form, deren Morphismen die linearen Abbildungen
¢V — V' mit ¢*¢’ = ¢ sind, in die Kategorie der Cliffordalgebren ist. Denn
jeder Morphismus ¢ : (V,q) — (V',¢') induziert nach der Proposition einen
Homomorphismus ¢ : C4(V,q) — CL(V',¢'). Ist ein weiterer Morphismus 1) :
(V'.q¢") — (V",q") gegeben, so impliziert die Eindeutigkeit in Proposition 1.5,
daﬁm:d;o@ist.

Es soll nun eine Zy—Graduierung auf der Cliffordalgebra C/(V,q) definiert
werden. Sei ¢ : CL(V,q) — Cl(V,q) der Automorphismus, der die Abbildung
x> —x, x € V, fortsetzt. Da ©? = id ist, gibt es eine Zerlegung

CUV,q) =CL°(V.q) ®CL (V. q) (1.11)

in die Eigenrume C¢*(V, q) = {a € CL(V, q)|¢(a) = (—1)'a} von ¢. Da p(a-3) =
p(a) - p(B), gilt

CL(V,q) - ClI (V. q) = CLTHIM™B(V, g), (1.12)

also definiert diese Zerlegung eine Z,—Graduierung auf C/(V q).

Bemerkung 1.6 Ist die Algebra A aus Proposition 1.5 Zo—graduiert und die
lineare Abbildung ¢ : V — A vom Grad 0, so ist die induzierte lineare Abbildung
@ CUV,q) — A vom Grad 0, also ein Homomorphismus von Zo—graduierten
Algebren.

Es bestehen einige wichtige Zusammenhinge zwischen der Cliffordalgebra
Cl(V,q) und der &ufleren Algebra AV eines Vektorraums V. Definiert man die
Unterriiume F, ¢ T(V) durch F, = D, To(V) fiir 7 € Ny, so erhilt man
eine natiirliche Filtration Fy ¢ F, C Fy, C ... C T (V) der Tensoralgebra,
d.h. es gilt F, ® F, C F,,, fiir alle r,s € Ny. Setzt man F, = W(Fr), wobei
7 : T(V) — CU(V, q) wie oben die natiirliche Projektion ist, bekommt man eine
Filtration Fop C Fy C Fy C ... C CL(V,q) der Cliffordalgebra, die ebenfalls

F,-F, C F, ., fir aller,s € Ny (1.13)

erfiillt. So wird C/(V, q) zu einer sog. filtrierten Algebra. Aus (1.13) folgt, dafl die
Cliffordmultiplikation fiir alle 7, s > 1 eine Abbildung (F,/F,_1) X (Fs/Fs_1) —>
(Fris/Fris—1) induziert. Setzt man G = @, -, G,, wobei G, = F,/F,_; firr > 1
und Gy = Fy, = 7w(K) ist, so erhdlt man die C/(V, q) zugeordnete graduierte
Algebra.

Proposition 1.7 [Mic89, p. 10] Fiir jede quadratische Form q ist die C{(V,q)
zugeordnete graduierte Algebra G natiirlich isomorph zur dufleren Algebra AV .
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Beweis. Sei m, = 7| F,. Wegen (1.9) gilt
z-y=—-y-x (mod Fp) (1.14)

fiir alle 2,4 € V, und die Abbildung ®"V - F, — F,/F,_;, die durch
Tiy @ o+ Q@ xy, > my, - -x;, + Fo_q1 gegeben ist, induziert fiir alle » > 1 eine
Abbildung ¢, : A"V — F,/F,_;. Die Abbildung gy : A°V = K — Gy = F,
sei durch go(c) = cl definiert. Die Abbildungen g,, » > 0, sind offensichtlich
surjektiv, und man erhilt einen Homomorphismus AV — G von graduierten
Algebren.

Zu zeigen bleibt, dafl dieser Homomorphismus injektiv ist. Der Kern der
Abbildung g, : A"V — G, besteht aus den homogenen Teilen vom Grad r
der Elemente o« € J vom Grad < r. Jedes solche o kann als endliche Summe
a=>,0,®(x;@x;+q(x;)1) ®b; mit z; € V und homogenen Elementen a; und
b; mit Da; + Db; < r — 2 geschrieben werden. Der homogene Teil von o vom Grad
r hat dann die Form o, =), ay @ 2y ® x4 ® by (wobei Day + Dby = r — 2 fiir
alle 7). Da x; A z; = 0 fiir alle 7 ist, ist das Bild von «, in der dufleren Algebra
null. Also ist die Abbildung A"V — G injektiv. O

Proposition 1.8 [Mic89, p. 10] Es gibt einen kanonischen Vektorraum—Isomor-
phismus

AV = CU(V,q), (1.15)
der vertrdglich mit den Filtrationen ist.

Bemerkung 1.9 Die Abbildung (1.15) ist im allgemeinen kein Algebrahomo-
morphismus, bis auf den Fall ¢ = 0. Wichtig ist hier, daff der Isomorphismus
kanonisch ist, d.h. man hat Einbettungen

A"V C CUV,q) fiir aller € Ny.

Beweis. Definiere die Abbildung von dem 7r-fachen direkten Produkt
fr:Vx-o-xV — ClV,q) durch

1
fr(@y, ... o) = F Z SgN(0)To(1) -+ To(r)
’ UGS’I'

Offensichtlich induziert f, eine lineare Abbildung fr i A"V — CU(V,q), deren
Bild in F, liegt. Die Verkettung von f, mit der Projektion F, — F,/F,_; ist die
Abbildung g, aus dem Beweis von Proposition 1.7, denn wegen (1.14) gilt

1
fr(@i Ao ANay) = I %S: sgn(o)sgn(o)xy <+ xp, = 21 -+ - xp(mod F,_y).

Also ist diese Abbildung und damit f, injektiv, und die direkte Summe (1.15)
dieser Abbildungen ein Isomorphismus. OJ
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Proposition 1.10 [Mic89, p. 11] Sei V =V, &V, eine g-orthogonale Zerlequng
des Vektorraums V' (d.h. q(x1+x2) = q(x1) +q(z2) fir alle xy € Vi und z, € V3).
Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus von Zs—qgraduierten Algebren

CK(Va Q) — CK(Vvla QI) ® CE(‘/?a QQ)a
wobei q; die Finschrdinkung von q auf V; ist.

Beweis. Sei f: V. — CL(V1,q1) @ Cl(V4, q2) die Abbildung f(z) =z, ® 1 +
1 ® 9, wobei © = 1 + 9 mit z; € V;. Wegen (1.7) und der Orthogonalitit der
Zerlegung V =V, @ V; gilt

f@) f(2) = (2191+1@22)* = 21 @1+1®23 = —(q1(21) +¢2(22))1®1 = —g(2)1®1.

Also setzt sich f wegen Proposition 1.5 zu einem Algebrahomomorphismus f :
ClV,q) — CL(V1,q1) ® CL(V>, go) fort. Das Bild von f ist eine Unteralgebra,
die C4(V1,q1) ® 1 und 1 ® Cl(V4, q2) enthilt. Also ist f surjektiv, da die Algebra
Cl(V1,q1) ®CL(Va, g2) von diesen beiden Unteralgebren erzeugt wird. Zum Beweis
der Injektivitit sei B = BiUBy C V eine Basis, sodafl B; eine Basis von V; ist. Die
Menge CU(B) = {xy -2y |21,... , 25 € Bi, Tg41...,2, € By, 7,5 € Ng} bildet

dann ein Erzeugendensystem von C4(V, q). Sei also o = zy - - -z, € CL(B)Nker(f).
Dann gilt

0=f(a)=(2101) (2:01) (1@ Tsr1) - (1®2,) = (21 25) @ (Ts1 -+ T,

d.h. ker(f) = 0. O
Im folgenden sollen die speziellen Cliffordalgebren C/, := C{(R""*,q) be-
trachtet werden, wobei

Q(xlﬂ s 7xT+S) = .ZE% +oot 5173 - x72"+1 - x12"+s' (116)
Speziell sei Cl,, := Cl,o und Cl; = Cly,. Diese Cliffordalgebren haben eine
einfache Darstellung:

Proposition 1.11 [Mic89, p. 21] Seiey, ... ,e,qs eine q-orthonormale Basis des
R™*, d.h. es gelte q(e;) = £1 firi=1,...,r +s. Dann wird Cl,, als Algebra
erzeugt von 1, ey, ... ,e,.s mit den Relationen

| =20, falls i<

Ci€jte o= { 20,5, falls i>r (1.17)
Beweis. Dies folgt sofort aus den Relationen (1.8) und (1.9) zusammen mit
der g—Orthonormalitéit der Basis. O

Bemerkung 1.12 Aus der Isomorphie (1.15) folgt, daf fiir eine q—orthonormale
Basis ey, ... 6,45 des R die Menge Cl(ey, ... e,0s) = {ei - -6, ]1 < iy <
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... <ig <r+s, k€ Ny} eine Basis von Cl, 5 ist. Insbesondere ist dim(Cl, ) =
27 Mit Hilfe der Relationen (1.17) kann man dann die Multiplikationstabelle in
dieser Basis berechnen. Die Zo—Graduierung von Cl, s ist gegeben durch Cl, s 0 =<
€iy i |1 <ip < .. <y <745, k€ Ng>und Clyt =< e e, |1 <
i1 < ...<igey1 <7+, k€ Ng>. Daraus folgt dim(Cl, %) = 2571,

Proposition 1.13 [Mic89, p. 21] Es gibt einen Isomorphismus
wobei Cly r—mal und CL} s—mal auftritt.

Beweis. Zerlege den R"* in eindimensionale ¢—orthogonale Unterriume und
wende induktiv Proposition 1.10 an. 0

Zum Schluf} dieses Abschnitts soll noch eine Darstellung der Cliffordmultipli-
kation in C¢, unter der Isomorphie (1.15) gegeben werden. In dem Fall r = n, s =
0 so ist die Polarform von ¢ geméafl (1.16) ein Skalarprodukt (-, -) im R", d.h. der
R"™ ist mit seinem Dualraum identifiziert. Ist e, ... ,e, € R" eine Orthonormal-
basis, so ist {e;, A+ Ae; |l <ip <...<ip <n, k€ Ny} eine Orthonormalbasis
von AR". Fiir v € R” sei nun die lineare Abbildung i, : A*FR" — A*1R"
definiert durch die Gleichung

(iy(w),m) = (w, v An) (1.18)
fiir w € A*FR", n € A*'R". Schreibt man lie; (e, A=+ -Nej) = Zi1<...<ik_1 Nisoo s

ey, N+ Nej_,, so folgt aus (1.18) fiir alle 1 <1y < ... <l < m

<Z.€j(€jl AR /\ejk):ell AREE /\elk—1>
= <ej1/\"'/\ejk’e]'/\el1 /\"'Aelk—1>

_ { (=)=t falls =y, {li,-- sl = {1, 06} \ {4u}
07 falls {jla v a]k} 7£ {lla v 7lk—17j} ‘

yeeesll—1

Daran sieht man leicht, daf i, o i, = 0 fiir alle v € R" ist, also kann die lineare
Abbildung i : R® — L(AR"), v — i,, wegen der universellen Eigenschaft
der dufleren Algebra auf diese fortgesetzt werden, und man erhélt die bilineare
Abbildung

L: AR" x AR" — AR",

die Kontraktion oder inneres Produkt genannt wird. Fiir Basisvektoren e;, A---A
e;, und e;; A --- A e;, verschwindet dieses Produkt in dem Fall {iy,... it} ¢
{J1, - ai}- Ist etwa iy, = g, fiir 1 < p <k, so gilt:

(ei, Ao A )i (e, A Nej) = (—1)Zumu g, (1.19)
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wobei w das Produkt der e;, mit j, & {71,... i} in aufsteigender Reihenfolge ist.
In der Klasse exteriorAlgebra<field>' ist die Methode algebraElm<field>
contraction(algebraElm<field>, algebraElm<field>) definiert, die die Kon-
traktion zweier Elemente der &ufieren Algebra zuriickgibt (siehe Abschnitt 2.1.6).

Proposition 1.14 [Mic89, p. 25] Gemaf$ der kanonischen Isomomrphie (1.15)
kann die Cliffordmultiplikation zwischen v € R™ und o € Cl,, geschrieben werden
als

veaZvAa—vLw (1.20)

Beweis. Sei ey, ... ,e, € R" eine Orthonormalbasis mit v = te;, t € R, und

o =e; ---€;, mit i < ... <7 Dann gilt:

—teiQ *r €y falls ’il =1
V- = .
tep - e - €y, s falls 41 > 1

Im ersten Fall verschwindet v A @ und das Cliffordprodukt ist gegeben durch
die negative Kontraktion, und im zweiten Fall verschwindet diese, und es ist
gegeben durch das Dachprodukt. Also gilt (1.20) fiir eine Basis von C/, und
damit allgemein. O

1.4 Ko— und Hopf-Algebren

Im folgenden seien Tensorprodukte graduierter Vektorrdume stets nach dem to-
talen Grad graduiert. Sei A ein graduierter Vektorraum. Jede Multiplikation
in A, die A zu einer graduierten Algebra macht, kann als lineare Abbildung
p:A® A — A vom Grad 0 aufgefait werden. Man schreibt dann auch (A, u)
statt A. Die Algebra (A, p) ist genau dann assoziativ, wenn das folgende Dia-
gramm kommutiert:

(AA) A “N 404 £ A
0 | | (1.21)
AR(A®A) 4 AgA 2 A

Fiir graduierte Vektorrdume V und W sei ty,y : VOW — W ®V die Abbildung
ww(r ®y) = (-1)P*PYy @ z fiir homogene Elemente x € V und y € W. Fiir
V = W schreibt man ¢y = vyy. Damit ist die graduierte Algebra A genau dann
kommutativ, wenn das folgende Diagramm kommutiert:

A A L A
ta I (1.22)
AA B A

I Dies ist eigentlich ein Klassen-Template. Zu Templates siehe Teil 2, Abschnitt 1.1.
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Sie besitzt genau dann ein Einselement, wenn es eine lineare Abbildung
u: K — A vom Grad 0 gibt, sodaf} das folgende Diagramm kommutiert:

KQA™Y AoA ®AgK
)\1\ i,u \/)\2 (1-23)
A

Hierbei sind A\; und )\, die durch
Me®z)=cr, Mrz®c)=cx fir ce K,z €A

definierten Isomorphismen zwischen graduierten Vektorrdumen. Die Abbildung u
ist gegeben durch u(c) = ¢l, ¢ € K; sie ist ein Algebrahomomorphismus.

Es soll nun eine algebraische Struktur definiert werden, die dual zu einer
Algebra ist. Sei B ein Vektorraum iiber K. Eine Komultiplikation in B ist eine
lineare Abbildung ¢ : B — B® B. Ein Vektorraum B mit einer Komultiplikation
d heiBBt Koalgebra (iiber K) und wird mit (B, d) bezeichnet. Ist B ein graduierter
Vektorraum, setzt man voraus, dafl 6 vom Grad 0 ist. Dies ist dquivalent zu der
Graduierungsbedingung

0(By) C D Bi®B; firalle ke (1.24)
itj=k
Dann heifit (B, J) eine graduierte Koalgebra.

Die Komultiplikation § oder die Koalgebra (B, d) heifit assoziativ, wenn das
folgende Diagramm kommutiert:

B % BeB % (BeB)®B

I ! (1.25)

B - BeB “2 B®(B®B)

Sie heifit kommutativ, wenn das folgende Diagramm kommutiert:

B -°s B®B

I bip (1.26)
B % B®B,

Eine Koeins einer graduierten Koalgebra (B,d) ist eine lineare Abbildung
w: B — K vom Grad 0, sodal das folgende Diagramm kommutiert:
KoB¥ BeB “SBoK

MN 1 A (1.27)
B

wobei A\; und )\, wie oben definiert sind.
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Seien (B, 0) und (B',¢') zwei graduierte Koalgebren. Eine lineare Abbildung
f + B — B’ vom Grad 0 heifit ein Homomorphismus, wenn (f @ f)od =
8" o f. Wenn f bijektiv ist, ist f~! auch ein Homomorphismus, und f heifit dann
ein Isomorphismus. Wenn w und ' Koeinsen von B bzw. B’ sind, setzt man
iiblicherweise voraus, daf§ ein Homomorphismus f mit den Koeinsen vertréiglich
ist, d.h. f*(0w') = w.

Man definiert auf dem Tensorprodukt B ® B’ zweier graduierter Koalgebren
(B,6) und (B',¢") eine Komultiplikation als die Verkettung der folgenden Abbil-
dungen:

id®Lg, g ©i
—

1 d
BB 5 BeBeB ®B BRB ® B® B,

(1.28)

Fiir jede graduierte Koalgebra (B,¢) induziert 6 eine lineare Abbildung
* 1 (B® B)* — B* vom Grad 0. Der graduierte Vektorraum B* ® B* ist
natiirlich eingebettet in (B ® B)*, d.h. die Abbildung y = §* : B* ® B* — B*
ist eine Multiplikation in A = B*. (A, u) heifit die zu (B,d) duale graduierte
Algebra.

Sei nun A ein graduierter Vektorraum von endlichem Typ, dessen Graduierung
nach links oder rechts beschrénkt ist. Dann gibt es natiirliche Isomorphismen
A} ® Aj — (4; ® A;)*, die man wegen der Beschriinktheit der Graduierung

nach Lemma 1.1 zu einem Isomorphismus A* ® A* — (A ® A)* erweitern kann.
Im folgenden werden diese beiden graduierten (und bigraduierten) Vektorrdume
identifiziert. Ist y eine Multiplikation in A, die die Graduierungsbedingung erfiillt,
soist § = pu* 1 A* — (A® A)* = A* ® A* eine Komultiplikation in B = A*, die
ebenfalls die Graduierungsbedingung erfiillt. In diesem Falle heifit (B, d) die zu
(A, 1) duale graduierte Koalgebra. Offensichtlich kénnen die graduierten Algebren
(A*)* und A identifiziert werden.

Im folgenden wird der Kérper K mit K* identifiziert, indem jedem ¢ € K die
Linearform z — cx auf K zugeordnet wird.

Proposition 1.15 [Oni94, p. 112] Seien (B,d) und (B',d") graduierte Koalge-
bren. Dann gilt:

(i) Die duale graduierte Algebra (B*,0%) ist genau dann assoziativ oder kom-
mutativ, wenn (B, ) assoziativ bzw. kommutativ ist.

(i) Eine Abbildung w : B — K st genau dann eine Koeins, wenn w eine
FEins der dualen graduierten Algebra B* ist.

(1ii) Eine lineare Abbildung f : B — B' vom Grad 0 ist genau dann ein
Homomorphismus von graduierten Koalgebren, wenn f* : (B')* — B*
ein Homomorphismus der dualen graduierten Algebren ist.
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(iv) Sind B und B' von endlichem Typ und ihre Graduierungen beide nach links
(oder rechts) beschrinkt, so kann die zur graduierten Koalgebra B ® B’
duale graduierte Algebra (B ® B')* mit der graduierten Algebra B* ® (B')*
identifiziert werden.

Beweis. Das Diagramm (1.25) kommutiert genau dann, wenn (0 ® idg) o6 =
(idp ® 0) o 0. Dies ist dquivalent zu 6* o (6* ® idg-) = 0* o (idp- ® 0*), d.h. zur
Kommutativitit des entsprechenden Diagramms (1.21). Die Aussage iiber die
Kommutativitit beweist man analog, wobei man %|B* ® B* = 15+ verwendet.
Es gilt die etwas allgemeinere Aussage i »|(B')" ® B* = (g p-, denn fiir
homogene Elemente a € (B')*, f € B*, a € B und b € B’ gilt

pp(a®@B)a®b) = a® B(pp(a®b) = (—=1)PPq @ B(b® a)
= (=1)P"a(b)B(a) = (-1)"*PPB@ ala®b),

da a(b)f(a) # 0 nur dann, wenn Da+ Db = D+ Da = 0 ist. Also kann man in
den entsprechenden Diagrammen zu den dualen Abbildungen iibergehen.

Um (7i) zu beweisen, seien )\; wie in Diagramm (1.27) definiert, und p; := A\; ',
d.h. pi(a) =1 ® a und ps(a) = a ® 1. Dann kommutiert die linke Hilfte des
Diagramms (1.27) genau dann, wenn yy = (w®idpg)od, d.h. wenn pj = §*o (w*®
idp+), was dquivalent zur Kommutativitét der linken Hilfte des Diagramms (1.23)
ist, denn fiir ¢ € K, € B*,a € B gilt uf(c®a)(a) = c®a(pi(a)) = c®@a(l®a) =

( ), d.h. pi ist die entsprechende Abbildung A; aus dem Diagramm (1. 23)
Analog sieht man die Aquivalenz der rechten Hilften der Diagramme. Also ist w*
die Abbildung u, und w*(1) = w ist Einselement von B*.

Die Aussage (4ii) folgt sofort aus der Aquivalenz

(f®flod=d0of & & o(f*®f)=f"o(d)

Die Vertriglichkeit von Homomorphismus und Koeins bzw. Homomorphismus
und Eins ist identisch.

Die Identifizierung von (B ® B')* und B* ® (B')* als Vektorrdume sieht man
analog wie oben. Die Definition der Multiplikation in B*® (B')* durch (1.7) kann
als (0* ® (6")*) o (idp- ® t(pry-,p- ® id(p)-) geschrieben werden, welches die duale
Abbildung der Komultiplikation (1.28) ist, also folgt (iv). O

Beispiel 1.16 Sei V' ein graduierter Vektorraum mit V; = 0 fir 1 < 0. Es soll
nun eine Komultiplikation in dem graduierten Vektorraum (V') (vgl. Beispiel
1.4) definiert werden. Sei die Abbildung 6 : V. — (V) @ (V) definiert durch
dz) =2®1+1®x,x € V. Offensichtlich ist 6 eine lineare Abbildung vom
Grad 0. Nach der universellen Eigenschaft aus Beispiel 1.4 besitzt § eine eindeu-
tige Fortsetzung 0 : (V) — S(V)QX(V) als Homomorphismus von graduierten
Algebren. So wird X(V') zu einer graduierten Koalgebra.

Die Koalgebra (V) ist assoziativ und kommutativ. Um das zu beweisen, sei
angemerkt, dafi alle Abbildungen in den Diagrammen (1.25) und (1.26) (mit



28 KAPITEL 1. GRADUIERTE ALGEBREN UND KOALGEBREN

B =X(V)) Homomorphismen von graduierten Algebren sind. Um zu zeigen, dafl
diese Diagramme kommutieren, gentigt es nach der universellen Eigenschaft, die
Gleichheit der entsprechenden Abbildungen fiir Elemente aus V' zu zeigen, was of-
fensichtlich ist. Analog beweist man, daf der Homomorphismus w : (V) — K,
der die Nullabbildung V' — K fortsetzt, eine Koeins von (V') ist.

Sei V.= V'@ V" mit den graduierten Unterrdumen V' und V". Dann ist
die Zerlegung X(V) = S(V'") @ (V") (vgl. Beispiel 1.4) eine Zerlegung in das
Tensorprodukt von graduierten Koalgebren.

Sei B ein graduierter Vektorraum mit einer Multiplikation p, einer Komulti-
plikation ¢, einer Eins u : K — B bzgl. p und einer Koeins w : B — K bzgl.
. Das Tupel (B, p, 6, u,w) heifit Hopf-Algebra (oder graduierte Bialgebra), wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) § : B— B ® B ist ein Homomorphismus graduierter Algebren,
(ii) w: B — K ist ein Homomorphismus graduierter Algebren.

Eine Hopf-Algebra heifit assoziativ (oder kommutativ), wenn sie assoziativ
(bzw. kommutativ) als graduierte Algebra ist.

Eine Abbildung f : B — B’ von Hopf-Algebren B und B’ heif3t ein Homo-
morphismus (oder Isomorphismus), wenn f ein Homomorphismus (bzw. Isomor-
phismus) von graduierten Algebren und graduierten Koalgebren ist.

Man definiert auf natiirliche Weise das Tensorprodukt von zwei Hopf-Algebren.

Folgende Proposition erlaubt es, einer Hopf—Algebra ihre duale Hopf-Algebra
zuzuordnen, falls deren Graduierung eine Endlichkeitsbedingung erfiillt.

Proposition 1.17 [Oni9/, p. 114] Seien (B, p, 6, u,w) und (B, i', ', u', ") Hopf-
Algebren von endlichem Typ, deren Graduierungen beide nach links (oder rechts)
beschrdinkt sind. Dann gilt:

(i) (B*,0*, p*,w*,u*) ist eine Hopf-Algebra von endlichem Typ. Die Hopf-
Algebra (B*)* kann mit B identifiziert werden.

(ii) Ist f : B — B’ ein Homomorphismus von Hopf-Algebren, so ist
f*:(B")* — B* ebenfalls ein Homomorphismus von Hopf-Algebren.

(#ii) Die Hopf-Algebra (B ® B')* ist natirlich identifiziert mit B* @ (B')*.

Beweis. Da 6 : B — B® B ein Algebrahomomorphismus ist, gilt oy = (4®
w)o(idp®ip®idg)o(d®4). Es folgt p*od* = (*®0*)o(idp @1y ®idps)o(p* @u*),
also erhilt die Abbildung p* : B* — B* ® B* die Multiplikation 0*.

Wegen Proposition 1.15 ist u* eine Koeins bzgl. p* und w (oder w*) eine Eins
bzgl. §*. Fiir alle a,b € B gilt *(w)(a ® b) = w(ab) = w(a)w(b) =w @ w(a®b),
d.h. p*(w) = w ® w, und p* ist ein Homomorphismus von graduierten Algebren.
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Es ist u*(a) = u* () (1) = a(u(1)) = a(1) fir alle « € B*, wobei 1 die Einsen
in K und B bezeichne. Daraus folgt fiir alle o, § € B*

u (6" (a®p)) =" (a®p)(1) =a®f(lel) =a(l)fl) = u'(a)u"(B).

Auflerdem gilt u*(w) = w(1) = 1, und u* ist ein Homomorphismus graduierter
Algebren, d.h. (i) ist gezeigt.

(i1) beweist man, indem man Proposition 1.15(%i) einmal auf f anwendet,
woraus folgt, daf§ f* ein Homomorphismus von graduierten Algebren ist, und an-
dererseits auf f = (f*)*, woraus folgt, dafl f* Homomorphismus von graduierten
Koalgebren ist.

Zum Beweis von (7ii) sei gesagt, dafi die Identifizierung von (B ® B’)* und
B*®(B')* als graduierte Algebren aus Proposition 1.15 und die Ubereinstimmung
der Koalgebrastrukturen ganz analog folgt. 0

Beispiel 1.18 Sei V' ein graduierter Vektorraum mit V; = 0 fir ¢« < 0. Die
graduierte Algebra (V') wird zu einer Hopf-Algebra, wenn sie mit der Komulti-
plikation und der Koeins aus Beispiel 1.16 ausgestattet wird.

1.5 (Ko-)Kettenkomplexe und Differentialalge-
bren

Ein (Ko-)Kettenkomplez ist ein graduierter Vektorraum C' = P, 7, C; mit einem
linearen Operator d : C' — C vom Grad —1 (bzw. 1), sodafl d*> = 0. Der Operator
d heifit (Ko-)Randoperator. Jedem Komplex (C,d) ordnet man den graduierten
Unterraum der (Ko-)Zykel Z(C) = ker(d) und den graduierten Unterraum der
(Ko-)Rdinder dC C Z(C) zu. Der graduierte Vektorraum H(C) = Z(C)/dC
heiit der (Ko-)Homologieraum von C. Die Graduierungen auf diesen Rdumen
schreibt man folgendermafen:

ZP(C)=Z(C)NnC,, H(C)= ZP(C)/dC,_, fiir einen Kokettenkomplex,

Z,(C)=Z(C)NC,, Hy(C) = Z,(C)/dCp4y fiir einen Kettenkomplex,

Ist (C,d) ein Kokettenkomplex (oder Kettenkomplex), so erhélt man durch die
Definition C; := C_; den Kettenkomplex (bzw. Kokettenkomplex) (C, d).

Sei (C,d) ein Kokettenkomplex. Dann ist (C*,d) mit 0 = —d* ein Koketten-
komplex, wenn die Graduierung von C* durch (C*); = (C_;)* definiert ist, und
ein Kettenkomplex, wenn man (C*); = (C;)* setzt. Ublicherweise wird die zwei-
te Graduierung betrachtet, und man nennt dann (C*,0) dual zu (C,d). Analog
gehort zu jedem Kettenkomplex der duale Kokettenkomplex.

Seien C' und D zwei (Ko-)Kettenkomplexe. Eine Abbildung f € L(C, D),
heifit Homomorphismus von Komplexen, wenn f od = d o f, wobei d den
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(Ko-)Randoperator in C' und D bezeichne. Offensichtlich gilt dann f(Z(C)) C
Z(D) und f(dC) C dD, sodaB f eine lineare Abbildung f# : H(C) — H(D)
vom Grad 0 induziert. Ein Homomorphismus f heif3t Quasi—Isomorphismus, wenn
f# ein Isomorphismus ist.

Ein Unterkomplex von einem Komplex (C,d) ist ein graduierter Unterraum
D C C, der invariant unter d ist. Dann ist (D, d) ein Komplex und die Inklusion
1 : D — C ein Homomorphismus von Komplexen. Man definiert auf natiirliche
Weise den Quotientenkomplex C'/D und den natiirlichen Homomorphismus von
Komplexen p : C — C/D.

Proposition 1.19 [Oni94, p. 122] Sei C' ein endlichdimensionaler Komplez .
Dann gilt fiir die Euler—Charakteristiken

Beweis. Ist C' ein Kokettenkomplex, so gilt

X(H(C) = ) (~1)'dim(H'(C)) =) (~1)(dim(Z'(C)) — dim(dC;-1))

ieZ. iel,
= ) _(~1)'(dim(C;) — dim(dC;) — dim(dC;_,))
ieZ.
= x(C) = > (~1)/(dim(dC;) — dim(dC;_y)) = x(C).
ieZ.
Der Beweis fiir Kettenkomplexe lduft analog. UJ

Sei A eine graduierte Algebra. Eine Abbildung § : A — A heif3t eine Deri-
vation vom Grad r, wenn § € L(A, A), und

5(ab) = (6a)b + (—1)"Pea(sb) (1.29)

fiir homogenes @ € A und alle b € A. Die Derivationen vom Grad r bilden
den Unterraum (derA), C L(A, A),. Man verifiziert direkt, daf§ der graduierte
Unterraum
derA = @P(verd); C L'(A, A) = gl'(4)
icZ
abgeschlossen ist unter dem Kommutator [-,-], definiert durch (1.6). Also ist

detA eine Unteralgebra der graduierten Lie—Algebra gl'(A). Die graduierte Lie—
Algebra 0etA heifit die Algebra der Derivationen von A.

Beispiel 1.20 Sei A eine graduierte Algebra und e der Graduierungsoperator
von A. Dann impliziert (1.2), daf$ ¢ € (detA),.
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Beispiel 1.21 Sei L eine graduierte Lie—Algebra. Zu jedem a € L, ist der ad-
jungierte Operator ada € L(L, L), gegeben durch

(ad a)x = [a, x| fir alle z € L. (1.30)

Die verallgemeinerte Jacobi-Identitit (1.5) impliziert, daff ad a € (derl),. Spezi-
ell gehirt zu dem Graduierungsoperator ¢ eines graduierten Vektorraums V die
Derivation ade € (dergl'(V))o, die der Graduierungsoperator von gl' (V) ist.

Fiir jede graduierte Lie—Algebra L ist die Abbildung ad : L — detL ein
Homomorphismus von graduierten Algebren, der adjungierte Darstellung von L
heufst.

Proposition 1.22 [Oni9/, p. 107] Sei A eine graduierte Algebra und § € (detA),
fiir ein geeignetes r € Z. Dann ist ker(d) eine graduierte Unteralgebra von A, die
die Fins von A enthdlt, falls diese existiert.

Beweis. Seien a,b € ker(d). Dann gilt 6(ab) = (da)b + (—1)"P%a(b) = 0, also
ab € ker(0). Fiir 1 € Ag gilt §(1) =d(1-1) = (1) + (1), also §(1) = 0. O

Eine graduierte Differentialalgebra ist ein Kokettenkomplex (A, d) mit der
Struktur einer graduierten Algebra, sodafl d € (derA);. Man setzt ebenfalls vor-
aus, dafl A assoziativ und kommutativ ist, ein Einselement 1 € Ay besitzt und
A; =0 fiir i < 0.

Ist (A, d) eine graduierte Differentialalgebra, so ist nach Proposition 1.22 Z(A)
eine graduierte Unteralgebra von A, die die Eins enthélt. Die Eigenschaft (1.29)
impliziert, dafl dA ein Ideal in Z(A) ist, d.h. auf H(A) kann eine Algebra—Struktur
definiert werden. Offensichtlich ist dies eine assoziative, kommutative graduierte
Algebra mit Einselement 1 € H°(A) und H'(A) = 0 fiir i < 0. Sie heifit die
Kohomologiealgebra von (A, d).

Beispiel 1.23 Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, A(M) die Algebra
der (glatten) duferen Differentialformen auf M mit der iblichen Graduierung
AM) = D, A4p(M), d : A(M) — A(M) die Gufiere Ableitung. Bekannter-
weise bildet d jedes A,(M) nach Api1(M) ab, und ist auf w € Ay(M) gegeben
durch

p

(dw)(vo, ... ,v,) = Z(—l)ivi(u}(vo,... iy, 0p))

=0
+ Z(—l)iﬂﬂw([vi, ’Uj], Vo, .- - ,’l;i, c. ,UAj, PN ,’Up),
i3

wobei v; € V(M) = Ay(M). Insbesondere gilt fir eine Funktion f € F(M) =
Ao (M)
(df)(v) =v(f) fir alle veV(M).
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Offensichtlich ist (A(M),d) eine graduierte Differentialalgebra iber R. Ihre Ko-
homologiealgebra heifit die reelle Kohomologiealgebra von M und wird mit H(M,R)
bezeichnet. Es stellt sich heraus, daf$ die Kohomologiealgebren fiir homdomorphe
oder homotopiedquivalente Mannigfaltigkeiten isomorph sind.

FEine Mannigfaltigkeit M heifst von endlichem Typ, wenn ihre Kohomologie
von endlichem Typ ist. In diesem Falle heifst b,(M) = dim HP(M,R) die p-te
Betti-Zahl von M. Es gilt b,(M) =0 fir p > dim M. Das Polynom

p(M,t) = p(H(M,R),t) = pr(M)tp

p=>0

heifit das Poincaré—Polynom, und die Zahl

X(M) = p(M, =1) =Y (=1)"b,(M)

p>0

die Euler—Charakteristik von M. Jede kompakte Mannigfaltigkeit ist von endli-
chem Typ. Eine Mannigfaltigkeit ist ganau dann zusammenhdngend, wenn by(M)
= 1, d.h. wenn die Algebra H(M,R) kanonisch ist. Eine zusammenhdingende,
kompakte Mannigfaltigkeit M der Dimension n ist genau dann orientierbar, wenn

bn (M) > 0. In diesem Fall gilt b, (M) =1 (siehe [Tu82]).

1.6 Darstellung von (Ko-)Algebren im Rechner

In diesem Abschnitt werden einige Bemerkungen zur Darstellung von Algebren
und Koalgebren im Computer gemacht und die Relationen, die in ihnen gelten,
in den Strukturkonstanten formuliert. Auflerdem wird beschrieben, wie man ein
Einselement in einer graduierten Algebra findet, und es werden die Algorithmen
zur Initialisierung der dufleren Algebra und der Cliffordalgebra beschrieben. Da
ein Computer ein endliches Wesen ist, seien in diesem Abschnitt alle Vektorrdume
und Algebren endlichdimensional.

1.6.1 (Ko-)Algebren

Ist A ein Vektorraum, a4, ... ,a, eine Basis von A, so kann eine Multiplikation
auf A in dieser Basis definiert werden durch a;a; = > 7, pijear, wobei p, € K
beliebige Strukturkonstanten sind. Das Produkt zweier Elemente von A berechnet

sich dann gemif
(Z aiai)(z Bja;) = Z i B} ik -
i J 1,5,k
Die Klasse algebra<field> besitzt als Element also eine dreidimensionale Ma-

trix, und erbt von der Klasse vectorSpace ein Array von Strings, die die Be-
zeichnungen der Basisvektoren enthalten (siehe Abschnitte 2.1.1 und 2.1.4).
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In der Klasse algebra<field> ist eine Methode void newBasis(field**,
array<String>) definiert, mit der man zu einer neuen Basis {ibergehen kann.
Die Multiplikation 1 : A ® A — A kann man als Tensor u € T3(A) auffassen.
Ist also S = (s;;) die Matrix, die den Basiswechsel von ay,... ,a, zu ay,... ,a,
beschreibt, d.h. @; = ), s;;a;, und sind die Strukturkonstanten /i, beziiglich den
a; bekannt, so erhilt man die Strukturkonstanten fi;;;, beziiglich den @; durch die
allgemeine Transformationsformel fiir Tensoren, die hier

ﬂijk = Z gklsmispj,umpl fir alle 1 < ’i,j, k <n

L,m,p

lautet, wobei S™' = (5;;) die inverse Matrix von S ist. Zum Invertieren der Matrix
wurde eine Funktion int invert(mat, field*x*) geschrieben, die eine Matrix
mit Crout’s Algorithmus invertiert, der die sog. LU-Zerlegung benutzt. Dieser
wurde mit kleinen Anderungen aus [Pre90, p. 44f], iibernommen.

Ist A graduiert oder Z,—graduiert, so setzt man voraus, dafl die a; homogene
Elemente sind, und mit D; := Da; schreibt sich die Graduierungsbedingung (1.2)
als

ik £ 0= Dy = Di+ D, fiiralle 1<i,jk<n, (1.31)

wobei die Grade im Falle Z,—graduierter Algebren modulo 2 zu nehmen sind. Fiir
die Strukturkonstanten bedeutet die Assoziativitit

und die Kommutativitit
pik = (=1)PPip fiiralle 1<4,5,k <n. (1.33)

Die Klassen gradedAlgebra<field>, assAlgebra<field>, gradedCommAlgebra
<field>, die von der Klasse algebra<field> abgeleitet sind (vgl. Abschnitt 1.2),
unterscheiden sich von dieser im wesentlichen durch die Priifung der jeweiligen
Bedingungen (1.31), (1.32) bzw. (1.33) in jedem Konstruktor, wobei offensichtlich
die Bedingung (1.33) nur fiir i < j gepriift werden mu$.

In der Klasse canonicalAlgebra<field> mufl zusitzlich zu den angegebenen
Bedingungen noch A =<1 > @A) ® Ay @ --- @ A, {iberpriift werden. Da stets
vorausgesetzt wird, daf} die Basisvektoren so angeordnet sind, dafi D; < D; fiir
1 < 7 gilt, ist a; = 1 zu iiberpriifen, d.h. wegen der Kommutativitit geniigt
ik = 5]'19 fiir alle 1 S j, k S n.

Die Bedingungen (1.4) und (1.5) einer graduierten Lie-Algebra bedeuten fiir
die Strukturkonstanten:

DiDj+1

ik = (=1) Hijhs (1.34)
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> tikmbtimt = > (Higmttmir + (1) ik ) (1.35)

fiir alle 1 < 4,7, k,1 < n. Wieder geniigt es, in der Klasse gradedLieAlgebra die
Bedingung (1.34) fiir alle 7 < j und die Bedingung (1.35) fiir alle i < j < k zu
iiberpriifen.

Ist B ein Vektorraum und b4, ... , b, eine Basis von B, so kann analog zu einer
Algebrastruktur durch beliebige Strukturkonstanten 6;;, € K fir 1 < ¢,5,k <
n eine Komultiplikation durch §(b;) = Z?,k:l dijib; @ by, definiert werden. Die
Komultiplikation von einem Element aus B berechnet sich dann gem#f3

VL

Die Klasse coalgebra<field> enthélt also neben dem geerbten Array fiir die
Basisbezeichner eine dreidimensionale Matrix mit den Strukturkonstanten als
Element (vgl. Abschnitt 2.1.9).

Eine Komultiplikation § : B — B ® B kann man als Tensor § € T?(B)
auffassen. Ist also S = (s;;) die Matrix, die einen Basiswechsel von by,... b,
7u by, ..., b, beschreibt, und sind die Strukturkonstanten dijr beziiglich den b;
bekannt, so erhélt man die Strukturkonstanten Sijk beziiglich der neuen Basis b;
gemaf

Sijk = Z gjlgkmspiéplm fir alle 1 S i,j, k S n,
lym,p
wobei S™! = (§;;) ist.

Ist B graduiert, so setzt man wieder voraus, dafl die b; homogene Elemente

sind. Mit D; := Db; bedeutet die Graduierungsbedingung (1.24)

5z’jk 7£ 0= D, = Dj + D, firalle 1< 1,7, k< n, (136)

die Assoziativitdt (1.25) ist dquivalent zu

Zdimkémjl = Zdijmémlk fir alle 1 S i,j, k,l S n, (137)

und die Kommutativitdt (1.26) zu
Oijp = (=1)PPk6y;  fiir alle 1 <4, j,k <n. (1.38)

In den Konstruktoren der Klassen gradedCoalgebra, assCoalgebra und gra-
dedCommCoalgebra sind also die Bedingungen (1.36), (1.37) bzw. (1.38) zu iiber-
priifen, wobei in der Kommutativitdt die Einschriankung ;7 < k vorgenommen
werden darf. Beim Basiswechsel in einer graduierten Algebra oder Koalgebra
wird vorausgesetzt, dafy die Basiswechselmatrix die Graduierung erhélt, d.h. dafl
Da; = Da; ist fiir alle 1.
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Eine Hopf-Algebra ist eine graduierte Algebra, auf der zusétzlich eine Koal-
gebra—Struktur definiert ist, die mit der Multiplikation vertréglich ist. Sei H eine
Hopf-Algebra, hy, ..., hy eine Basis von H, p;;, und 6;;;, die Strukturkonstanten
der Multiplikation bzw. Komultiplikation von H in dieser Basis. Das Einselement
1 € Hy ist in der Basis durch einen Vektor u = (uq,...,u,) gegeben, d.h. 1 =
>, uih;, mit den Bedingungen

D;#0=u;=0 firalle 1<1i<n,

Zk Uk ik = 5ij = Zk Uk MLkij fiir alle 1 S ’L,] S n. (139)

Die Koeins von H ist in der Basis durch einen Vektor w = (wy, ... ,w,) gegeben,
d.h. w(h;) = w;, der die folgenden Bedingungen erfiillt:

D;#0=w; =0 firalle 1<i<n, (1.40)

e Wilik =055 = D wiplijr  fiir alle 1 <14, 5 <n.

Die Vertraglichkeit von Multiplikation und Komultiplikation, d.h. die Tatsache,
daBl 6 : B — B ® B ein Algebrahomomorphismus ist, bedeutet fiir die Struk-
turkonstanten und Koeffizienten der Eins

Zuijk(skpq = Z (_l)Deréimr(Sjkl/Lmkp/Lrlq fiir alle 1 S ’i,j,p, q S n,
k k.dmr (1.41)

Zukékﬁ =wuju; firalle 1<4,j7<n. (1.42)
ke

Die Vertraglichkeit von Koeins und Multiplikation ist dquivalent zu

Yok Hijrwy = wiw;  fiiralle 1 <14,j <n,

Zi U;W; = 1.

Die Klasse hopfAlgebra<field> besitzt also zusitzlich zu den geerbten Ele-
menten fiir die Strukturkonstanten und die Graduierung zwei Arrays iiber dem
Grundkorper, die die Koeffizienten der Eins und der Koeins enthalten. In den
Konstruktoren werden fiir diese Arrays die Bedingungen (1.39) und (1.42) bzw.
(1.40) und (1.43) iiberpriift.

(1.43)

1.6.2 (Ko-)Kettenkomplexe und Differentialalgebren

Ist C ein graduierter Vektorraum mit Basis ¢y,...,¢,, so kann auf C' durch
d(cj) = > ,dijc; ein (Ko-)Randoperator definiert werden, wobei (d;;) eine Ma-
trix ist, die folgendes erfiillen mufi:

dij #0=D; =D;+1 firalle 1<4,j<n,

Y opdikdpy =0 firalle 1<4i,j<n, (1.44)
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b

wobei in der ersten Formel ”—" im Falle eines Kettenkomplexes und ”+” im Falle
eines Kokettenkomplexes steht.

Eine kommutative und assoziative graduierte Algebra A = A A1 - D A,
mit der Basis ay, ..., a, und den Strukturkonstanten ji;;;, wird zu einer graduier-
ten Differentialalgebra, wenn in dieser Basis ein Korandoperator durch die Matrix
(d;;) mit (1.44) gegeben ist, der zusétzlich eine Derivation ist, d.h. (1.29) gilt. Dies

ist dquivalent zu

Zﬂijldkl = Z(dli,uljk + (—1)Didljuilk) fir alle 1 S i,j, k S n.
! ! (1.45)

Auflerdem muf} ein Einselement 1 € A existieren. Da nicht gefordert wird, dal A
kanonisch ist, d.h. dim Ay = 1, muf} die Eins mit keinem der Basisvektoren iiber-
einstimmen. In den Konstruktoren der Klasse differentialAlgebra<field>

wird also iiberpriift, ob es einen Vektor u = (uy,...,u,) gibt mit (1.39). Mit
ng = dim Ay definiert dies ein lineares Gleichungssystem in den Unbekannten
U, ... ,Up, Mit n? Gleichungen. Denn wegen der Kommutativitit muf nur iiber-

priift werden, ob der Vektor linksneutral ist. Da dieses Gleichungssystem iiber-
bestimmt ist, wird zunichst das Gleichungssystem

no
511@ = Zui,uﬂk, 1 S k S Un (146)

=1

betrachtet, das, wenn iiberhaupt, eindeutig l6sbar ist. Es ist genau dann l6sbar,
wenn die Koeffizientenmatrix regulér ist, und die Lésung ist dann durch die er-
ste Spalte der inversen Koeffizientenmatrix gegeben. Besitzt (1.46) eine Losung
(U1y... ,Upg), SO ist der Vektor (uq,...,uUny,0,...,0) der einzige Kandidat fiir
ein Einselement, und es mufl nur noch gepriift werden, ob er die restlichen Glei-
chungen von (1.39) erfiillt. Zum Losen des Gleichungssystems (1.46) wurden die
Funktionen-Templates template<class field> void ludcmp(nat,fieldx**,
nat*,int&) und template<class field> void lubksb(nat,field** , nat*,
field*) verwendet, die im wesentlichen aus [Pre90] iibernommen wurden.

1.6.3 AuBlere Algebra und Cliffordalgebra

Die duflere Algebra eines Vektorraums V mit der Basis vy, ... , v, ist eine kano-
nische graduierte Algebra mit Einselement, deren Multiplikation aber durch den
Vektorraum festgelegt ist. Dem Konstruktor der Klasse exteriorAlgebra<field>
wird lediglich die Dimension des Vektorraums V' als Parameter iibergeben. Die
Graduierung ergibt sich einfach aus AV = @;_, A*V mit dim A*V = (}). Die
Funktion zur Berechnung der Binomialkoeffizienten ist in der Datei hilf.h defi-
niert und rechnet wegen des groflen Zahlenbereichs mit dem Datentyp primrat.
Eine Basis der dufieren Algebra ist {v;, A---Av; |1 <i3 <...<ip<n, 0<k <
n}. Die Basisvektoren werden in der Ordnung nach Grad und lexikographisch
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initialisiert. Dazu wurde eine Methode next (array<nat>&) geschrieben, die zu
einem Multiindex I = (i1, ... , i) den lexikographisch nichsthéheren Multiindex
mit gleichem Grad bestimmt. Dies ist moglich, falls I # (n — k 4+ 1,... ,n) oder
dquivalent 7; < n — k + 1, wenn man voraussetzt, daf§ die Indizes i, aufsteigend
geordnet sind. In dieser Methode wird zunéchst dieser Fall ausgeschlossen, be-
vor das maximale v < k mit i, < n — k + v bestimmt wird. Die Zahl 7, wird
dann inkrementiert, und i, = i, + p — v fir v < p < k gesetzt. Offensicht-
lich ist dies der lexikographisch néchsthéhere Multiindex. Zwei weitere Metho-
den basisElm(array<nat>) und index(String) dienen zur Initialisierung eines
Strings, der den zu dem Multiindex gehérenden Basisvektor angibt, bzw. umge-
kehrt zur Initialisierung eines Arrays von natiirlichen Zahlen, das den zu einem
Basisvektor gehorenden Multiindex angibt.

Die Bestimmung der Multiplikationstabelle erfolgt im Prinzip genau so, wie
wenn man sie "von Hand” bestimmen wiirde. Es werden alle Paare w; # ws
von Basisvektoren durchlaufen, der Fall w; = 1 wird gesondert behandelt, in-
dem die entsprechende Strukturkonstante gleich 1 gesetzt wird. Seien etwa w; =
v, A= - -Av;, und wy = v;, A+ - -Av;,, . Falls w; in der Ordnung der Basisvektoren klei-
ner ist als wo, werden die Basisbezeichnerstrings mit '~’ als Trennzeichen aneinan-
dergehiingt, und es wird der zugehorige Multiindex I = (iy, ... ,ig, j1,--- , jm) be-
stimmt. Das Dachprodukt verschwindet im Falle ¢, = j, fiir ein Paar (v, u), sonst
ergibt sich bis auf das Vorzeichen ein anderer Basisvektor. Im n&chsten Schritt
wird also getestet, ob I eine Permutation seiner Werte ist. Ist dies der Fall, wird
deren Vorzeichen bestimmt, indem einfach die Anzahl der Fehlstinde berechnet
wird. Wenn w; A we # 0 ist, d.h. wenn es sich um eine Permutation handelt,
wird das Multiindexarray sortiert (mit der Methode array<type>::sort(int
(*cmp) (const void*, const void#*))), es werden alle Basisvektoren durchlau-
fen, deren Multiindexarray bestimmt, und falls dieses mit dem sortierten Array
iibereinstimmt, die entsprechende Strukturkonstante gleich dem Vorzeichen der
Permutation gesetzt.

Falls wy grofler ist als wsy, so hat man wy A wy schon berechnet, und wegen der
Kommutativitit kann man wy A wy = (—1)P“1P%2, A W setzen.

Die Cliffordalgebra des Vektorraums V' mit der quadratischen Form ¢ ist we-
gen Proposition 1.8 kanonisch isomorph zu der dufleren Algebra von V', d.h. ist
ei,...,e4s die kanonische Basis des R""®, also eine ¢-orthonormale Basis, so
ist {e;, e, |l <ip <...<ip <n, 0 <k <mn} eine Basis von C/, . Dem
Konstruktor der Klasse cliffordAlgebra<field> werden die Parameter r und
s libergeben, die Z,—Graduierung wird entsprechend Bemerkung 1.12 initialisiert.
Die Basisbestimmung erfolgt genau so wie in dem Konstruktor der &ufleren Alge-
bra, nur dafl die Basisvektoren geméf der Z,—Graduierung so angeordnet werden,
daB die ersten 275! Basisvektoren aus Produkten einer geraden Anzahl an e;’s
bestehen, und die letzten 2"7*~! aus Produkten mit einer ungeraden Anzahl an
e;’s.

Man bestimmt die Multiplikationstabelle der Cliffordalgebra dhnlich wie die
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der dufleren Algebra. Gemé&fl den Relationen (1.17) gilt e;e; = —eje; fiir i # j,
d.h. wenn man in dem Produkt zweier Basisvektoren den Multiindex ordnet, be-
kommt man als Vorzeichen ebenfalls die Anzahl dessen Fehlstéinde. Also wird
diese Anzahl genau wie bei der dufleren Algebra bestimmt und das Multiindexar-
ray sortiert. Danach werden wegen e;e; = —1 fiir ¢« < r und = 1 fiir 7 > r alle
aufeinanderfolgenden Indizes in dem Array, die gleich sind, gestrichen, und falls
sie < r sind, wird das Vorzeichen mit —1 multipliziert. Anschlielend werden alle
Basisvektoren aus Cl, ;° bzw. C/, ;' (je nachdem, ob das so "reduzierte” Multiin-
dexarray gerade oder ungerade Liange hat) durchlaufen, und wenn der Multiindex
des Basisvektors mit dem des Produktes iibereinstimmt, wird die entsprechende
Strukturkonstante gleich dem Vorzeichen gesetzt.



Kapitel 2

Lie—Algebren

In diesem Kapitel werden einige Definitionen und Tatsachen iiber Lie-Algebren
in Erinnerung gerufen, und es wird ein Algorithmus vorgestellt, der aus dem
Wurzelsystem einer halbeinfachen Lie—Algebra die Strukturkonstanten der Lie—
Klammer beziiglich einer Chevalley—Basis berechnet. Auflerdem werden die Ba-
sen der einfachen Lie—Algebren angegeben, in denen die Lie-Klammer in der
Algebra—Bibliothek dargestellt wird, wenn man eine einfache Lie-Algebra iiber
ihre Klassifizierung initialisiert. Als Referenz fiir Abschnitt 2.1 seien die Biicher
[Hum?72] und [Sam90] genannt.

2.1 Die Chevalley—Basis einer halbeinfachen Lie—
Algebra

In diesem Abschnitt sei g stets eine endlichdimensionale, halbeinfache, komple-
xe Lie-Algebra und t ein maximaler Torus von g. Man betrachte die adjun-
gierte Darstellung ad : g — gl(g) gemifl (1.30). Eine Linearform o € t*,
a # 0, heifit Wurzel, wenn der zugehorige Wurzelraum g, = {z € g|ad(t)x =
a(t)r fiir alle ¢ € t} nicht trivial ist. Bezeichne mit R das Wurzelsystem, d.h.
die Menge der Wurzeln. Dann gilt bekanntlich die Wurzelraumzerlegung

g=ta® @ 9o (2.1)
acR

Die Killing—Form k auf g ist die symmetrische Bilinearform
k(z,y) =tr(adzoady) fiiralle z,y € g. (2.2)
Sie ist tnvariant oder assoziativ, d.h. es gilt

k([x,y], 2) = k(z, [y, 2]) fiir alle z,y,2 € g. (2.3)

39
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Proposition 2.1 [Hum72, p.22] Die Lie-Algebra g ist genau dann halbeinfach,
wenn thre Killing—Form nicht ausgeartet ist.

Mit Hilfe dieser nicht ausgearteten Bilinearform kann man nun einen kanonischen
Isomorphismus t* — t, a — &, definieren durch

a(z) = k(q,z) firalle o€t zet
Die Killing—Form 148t sich mit diesem Isomorphismus durch
k(a, B) = k(a, f) = a(f) = B(a) firalle o, € t*
auf t* iibertragen.

Proposition 2.2 [Hum?72, p.36] Fir alle o, 3 € t° gilt [g,, 85 C Gorp- 15t a +
/8 7£ 0; $0 ngt H(gaagﬂ) = 0.

Proposition 2.3 [Hum72, p.37,39]
(i) Das Wurzelsystem R spannt t* auf.
(i1) Ist « € R, so ist auch —a € R, und es gilt ra € R fiir alle r € C\ {£1}.
(iii) Firx € g,,y € 9_, 9ilt [x,y] = k(z,y)d.
(iv) Fir alle o, € R mit a + 8 € R gilt [g,,95] = 80 5-
(v) a(d) = k(a,a) # 0 fir alle a € R.

(vi) Seien o, f € R mit o # +3. Seien p,q € Ny mazimal mit f—qo, f+ pa €
R. Dann ist 4+ ja € R fir alle —q < j < p. Man nennt {3 + ja| — q <
Jj < p} die aXKette durch 3. Es gilt f(hs) = q — p € Z. Man nennt die
B(hea) die Cartan—Zahlen.

(vii) Fira € R definiere hy, == K(ida) € t. Fir alle x,, € g, \{0} existiert genau
einx_o € g_, \ {0}, sodaf8 [To, o] = ho. Dann spannen x4, x_qo, he €ine
dreidimensionale einfache Unteralgebra auf, die zu s\(2,C) isomorph ist

vermaoge

xr—><01> x H(O()) hr—><1 O)
“ 0oo0) ¢ 10) @ 0 -1 )°
Ist nun £ =< R >R der von den Wurzeln iiber R erzeugte Unterraum von t*,
so ist die Killing—Form auf E positiv definit (sieche [Hum72, p.40]), und E ist ein
euklidischer Vektorraum.

Es soll nun gezeigt werden, wie man aus dem Wurzelsystem, das die Lie—

Algebra-Struktur eindeutig festlegt, die Strukturkonstanten in einer Basis be-
stimmen kann. Zunéchst wird in t* eine partielle Ordnung definiert. Wahle ein
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Element hg € t mit a(hg) # 0 fiir alle Wurzeln « (dieses existiert!). Fiir A, p € t*
definiere A\ < p, wenn A(hg) < p(ho), und analog A < p, wenn A(hg) < p(ho).
Offensichtlich ist die Relation < transitiv und irreflexiv, aber nicht konnex, d.h.
es gibt A\, € t* mit A # p und weder A < g noch p < A Aus A < pu folgt
A+ v < p+v. Formen A > 0 heiflen positiv, Formen A < 0 heiflen negativ. Die
Menge der positiven Wurzeln sei R", und die Menge der negativen Wurzeln R ™.
Dann gilt R~ = —R" und R ist die disjunkte Vereinigung R = R* UR . Eine
positive Wurzel a heifit einfach, wenn sie nicht Summe zweier anderer positi-
ver Wurzeln ist. Natiirlich hingt diese Bezeichnung von der Wahl des Elementes
hy € t ab, das die Ordnung in t* bestimmt. Sind a4, ... , oy die einfachen Wurzeln
von g, so bilden sie eine Basis von t*. Die Zahl [ = dimt* = dimt heifit der
Rang der Lie-Algebra g. Weiter 1483t sich jede Wurzel a eindeutig darstellen als
o= 2221 k;a; mit k; € Z. Die Wurzel « ist genau dann positiv (negativ), wenn
alle k; nichtnegativ (bzw. nichtpositiv) sind.

Definiere eine Basis fiir t durch h; := h,, fiir 1 < ¢ < [.Wéhle nun fiir jede
Wurzel « einen Wurzelvektor x,, € g,, sodafl gemafl Proposition 2.3 (vii) gilt

(Za, T o] = ha. (2.4)
Fiir beliebige o, # € R mit § # t« gilt wegen Proposition 2.3 (iv)

[To, 5] = CapTatp (2.5)

mit geeigneten c¢,3 € C. Setzt man =) = 0 fiir A € t*\ R und ¢,, = 0 fiir \, p € t*,
wenn mindestens eine der Formen A, u, A + p keine Wurzel ist, so gilt (2.5) fiir
alle a, 8 € t*. Es soll nun jeder Wurzelvektor x, mit einem geeigneten Skalar ¢,
so multipliziert werden, daf die Strukturkonstanten c,s eine moglichst einfache
Form haben. Fiir die Faktoren mufl nur c_, = 1/c, gelten.

Definition 2.4 [Hum72, p. 147] Sei g eine halbeinfache komplexe Lie—Algebra
mit mazimalem Torus t. Eine Basis {hy,... ,h}U{x.|a € R} heifft Chevalley—
Basis von g, falls gilt:

(1) [hi,hj] =0 (d.h. h; € t) fir alle 1 <i,j <1
(i) [hi,xa] = a(hy)zg fir alle1 < i<l und o € R
(1) [Ta, T o) = hy fiir alle a € R.

(iv) Sind a, f € R mit f # ta und a+ € R, und ist f—qa, ..., B+ pa die
a—Kette durch (3, so gilt: [z4, 25 = £(q + 1)Tatp-

Bemerkung 2.5 FEine Chevalley-Basis ist also einerseits eine Basis, in der die
Strukturkonstanten ganzzahlig sind, und andererseits sind die Strukturkonstanten
durch Grifien dargestellt, die sich nur aus dem Wurzelsystem ergeben. Man kann
sie also aus dem Wurzelsystem explizit berechnen.
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Mit obigen Bezeichnungen gelten die ersten drei Eigenschaften der Definition
automatisch. Fiir die Existenz der entsprechenden Wurzelvektoren braucht man
die

Proposition 2.6 [Sam90, p. /7] Seien o, 3 € R mit § # +a und o+ § € R.
Die a—Kette durch 3 sei  — qa, ..., [+ pa. Dann gilt:

Cap* C-a,—p = —(¢+1)%

Der Beweis dieser Proposition benutzt die Klassifizierung aller Darstellun-
gen der sl((2, C), die hier nicht ausgefiihrt werden soll, und die folgenden beiden
Formeln:

Cop = —Cpo fiir alle «a,f € R. (2.6)
Dies ist klar wegen der Antisymmetrie der Lie-Klammer.

k(7.7)  Klana) k(B0

fiir alle paarweise linear unabhingigen Wurzeln o, 8,y mit o + g+ ~v = 0.

Zum Beweis von (2.7) beachte zunichst, dafl aus der Jacobi-Identitét fiir
Tq, Tg und z, mit (2.4) und (2.5) folgt csyha+cyahst+coph, = 0. Andererseits folgt
aus der Relation a+ 8+~ = 0 die Relation &+ S+ = 0, und mit der Definition
der h, folgt k(c, a)ho + (5, B)hg + K(7,v)h, = 0. Die Koeffizienten dieser zwei
Relationen der h,, hg, h, miissen wegen der paarweisen linearen Unabhéngigkeit
proportional sein. O

Die Existenz einer Chevalley-Basis zeigt das

Cap CBy Cya (2 ‘ 7)

Theorem 2.7 [Sam90, p. 48]

(i) Es gibt Wurzelvektoren xo € g,, @ € R, mit [To,T_o] = hq, sodaf$ fir
a,f € R mita+f €R gilt [To, 5] = £(¢+1)Tatp, wobei f—qa, ..., [+
pa die a—Kette durch [3 ist.

(ii) Die Vorzeichen in (i) sind eindeutig bestimmt bis auf Multiplikation mit
UaUBUa+ 3, Wober die u, = £1 beliebig mit u_, = u, sind.

(iii) Die z, sind eindeutig bestimmt bis auf beliebige Faktoren c, mit co-c_o =1
und ¢q - g = ECayp.

Beweis. Wegen Proposition 2.6 folgt fiir alle Wurzeln «, g, fiir die o + 3
ebenfalls eine Wurzel ist, die Relation c,3 = +(q + 1)? aus der Gleichung

Caff = ~Coa,—f (2.8)

Um (i) zu zeigen, ist also (2.8) fiir alle aw und 3 zu zeigen. Offensichtlich gilt (2.8)
fiir § = —a und fiir alle a, § € t*, fiir die a oder 3 oder a + (§ keine Wurzel ist.
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Also geniigt es, die Behauptung fiir linear unabhéingige Wurzeln zu zeigen, deren
Summe wieder eine Wurzel ist. Dies soll induktiv beziiglich der oben definierten
Ordnung auf t* geschehen.

Als erstes wird das Problem auf die positiven Wurzeln reduziert:

Lemma 2.8 [Sam90, p. 49]
(i) Gilt Gleichung (2.8) fiir alle positiven Wurzeln, so gilt sie fir alle Wurzeln.

(ii) Sei )\ € t* positiv. Gilt Gleichung (2.8) fir alle positiven o, 3 mit a+3 < A,
so qilt sie auch fir alle negativen o, 3 mit o + 3 > —\ und fiir alle «, 3
mit 0 <a<AXund0>pF>—\

Es soll (i) bewiesen werden. Teil (i) folgt daraus, wenn man A so wihlt, daf
A > « fiir alle Wurzeln « (das Wurzelsystem ist endlich). Der Fall o, § < 0 ist
trivial. Seien also 0 < @ < Aund 0 > 3 > —\, setze v := —a — 3. Sei etwa v < 0.
Dann gilt 0 > v+ 3 = —a > —A. Nach Voraussetzung und den Formeln 2.6 und
2.7 folgt

Caﬂ Cﬂ’y _ Cfﬂ’ffy _ 67777ﬁ _ Ciﬁ77a - _ Cfa77ﬁ

k(7,7 kleye)  k(e,e)  klesa) k(1) K(1,7)

d.h. (2.8) gilt fiir o, 5.
Der Induktionsschritt folgt aus dem

Lemma 2.9 [Sam90, p. /9] Sein eine positive Wurzel, und es gelte (2.8) fir alle
positiven Wurzeln mit Summe < 7. Seien 7,4, e, ( positive Wurzeln mit v+ 6 =
e+ C=mn. Dann gilt:

Cyo Cec

677775 CiEvfg

Fiir den Beweis kann man v > ¢ > ¢ > ¢ annehmen. Die Jacobi-Identitét
fir z,, x; und x_. impliziert 0 = [z, [z5, x_.]] + [zs, [2_c, 2,]] + [v_c, [24, 25]] =
(€5,—eCyc—ny F CocnyCoc—5 + Cc e cCys)Tc. Mit (2.6) und (2.7) folgt

k(¢ €)
k(n,m)

(2.9)

Co—eCry(—y T CoeyC(—6 = Cy5Cme,—(

Dies gilt offensichtlich immer noch, wenn man alle Wurzeln durch ihr Negati-
ves ersetzt. Wegen der Induktionsvoraussetzung dndert dies nicht die linke Seite
dieser Gleichung. Denn zunéchst gilt ¢5, . = —c 5. und ¢, = —c. _, wegen
Lemma 2.8 (7i), und wenn ¢ —+ iiberhaupt eine Wurzel ist (sonst gilt (2.8) sowie-
s0), dann ist —n < ( —~ < 0 und Lemma 2.8 ist wieder anwendbar. Analog folgt
CoenCoi—6 = Ce—nCgo—¢. Also ist die rechte Seite von (2.9) ebenfalls invariant
unter dem Vorzeichenwechel der Wurzeln, womit das Lemma bewiesen wére. [

Um den Beweis von Teil (i) des Theorems zu vollenden, nehme man an, 7, v,
seien Wurzeln wie in Lemma 2.9 (d.h. (2.8) gelte "unterhalb” n). Nun kann man
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r, mit einem geeigneten Faktor ¢, multiplizieren (und z_, mit 1/¢,), sodafi (2.8)
gilt fiir @« = v und § =6 (sodaf ¢,; = £(g + 1); man kann sogar das Vorzeichen
bestimmen). Wegen Lemma (2.8) gilt dann (2.8) fiir alle Wurzeln ~, 6 mit y+0 =
n. Dies ist der Induktionsschritt (die Induktion lauft iiber die endliche Menge
{a(hy)|a € R}; den Induktionsanfang macht die kleinste positive Wurzel, sie ist
nicht Summe zweier anderer Wurzeln). Also gilt Teil (i) des Theorems.

Um die Wahlfreiheit der Vorzeichen der c,3 zu bestimmen, wird ein Algo-
rithmus zur Vorzeichenfestlegung angegeben. Angenommen, man wéhlt fiir jede
positive Wurzel 7 ein spezielles Paar v, § positiver Wurzeln (falls dieses existiert),
und wahlt das Vorzeichen von c,5 beliebig. Dann sind die Vorzeichen der ande-
ren ¢ fiir positive Wurzeln ¢, ¢ mit ¢ 4+ ¢ = 7 festgelegt durch (2.9) (induktiv;
beachte, daf3 die Vorzeichen der ”gemischten” ¢’s mit einer positiven und einer
negativen Wurzel bereits wie im Beweis von Lemma (2.8) durch (2.6) und (2.7)
festgelegt sind). Eine solche Wahl der 7, ¢ und des entsprechenden Vorzeichens
heifle eine Normalisation. Es ist klar, daf}, wenn man die z, mit u, multipli-
ziert, sich das Vorzeichen von c,g mit uaugu,yg multipliziert. Sei umgekehrt
{(z, clg)la, B € R} eine andere Menge von Wurzelvektoren und Strukturkon-
stanten gemé&f Teil (i) des Theorems. Mit Hilfe einer Normalisation der vorgege-
ben ¢’s konstruiert man die u, induktiv analog den Beweisen der Lemmata 2.8
und 2.9. Auf dem ”"Boden” kann man die u’s gleich 1 wihlen; und (2.9) zeigt, daf3
die Anpassung von c,; fiir ein gewihltes Paar automatisch die Anpassung der c.,
fiir andere ¢, mit € + ( = v + J beinhaltet.

Zur Behauptung (i) des Theorems ist zu sagen, daf, da die c,g bis auf das
Vorzeichen festgelegt sind, sich die Wahl der z,, bis auf Faktoren ¢, wie angegeben
beschrinkt (siehe auch im Beweis von (%)). O

2.2 Algorithmus zur Bestimmung der Multipli-
kationstabelle einer Lie—Algebra

In diesem Abschnitt soll der Algorithmus zur Bestimmung der Strukturkonstan-
ten einer halbeinfachen Lie—Algebra explizit umgesetzt werden.

Seien nun aj,...,q; die einfachen Wurzeln, h; = h,, fiir 1 < ¢ < [ und
Wurzelvektoren z, € g, fiir « € R gemifl Theorem 2.7 gewéhlt. Dann ist
{hi,... ,l} U{zs|a € R} eine Chevalley-Basis von g. Die Matrix (¢;;) mit
cij = j(hg,) heiBt Cartan-Matriz. Fiir jede Wurzel o = 22:1 k;c; gilt dann
[hi, xa] = a(hi)z, = Z;Zl kjoj(hi)re = Z;Zl kjcjizy. Ferner gilt x4, 1_o] =
he = K(i‘f‘a) = ﬁ 22:1 kic; = K(;’a) 22:1 k;k(c;, a;)h;. Diese Lie-Klammern
kann man also aus der Cartan-Matrix und der Metrik beziiglich den einfachen
Waurzeln berechnen.

Der Algorithmus zur Berechnung der c,g vom letzten Abschnitt setzt vor-

aus, dafl die Menge der positiven Wurzeln a = (kq,...,k&) in einem Array
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=1
j=1i+1
) 1<lund j <17 .
Jja nen
. CijZO? ] a:ai+aj
Ja nen
Tij:() ’f‘i]‘:]. Tij:()
\_isRoot(a, s;5) 7 )
nein ja
Q= Qy
rij ++
a— = q;
riem isRoot(a,tmp) ?

Abbildung 2.1: Struktogramm zur Wahl der Betrige der Strukturkonstanten

(0, ... ,au) gespeichert ist, wobei die ersten [ Wurzeln einfach sind, und & > i, j
gilt, falls ay = «o; + a;. Zunéchst werden alle Wurzeln in ein Array der Form
(Q1y. oy, —aq, ..., —@uy,) geschrieben. Sei a;yp, = —q; fiir 1 <i < m. Es gilt

dann wegen der Wurzelraumzerlegung [ + 2m = dim g =: n. Im né&chsten Schritt
werden die natiirlichen Zahlen r;; = |cq,q,| fiir 1 <4 < j < 2m berechnet. Seien
¢;; und p;; maximal, sodal o; — gija; und o + p;jo; Wurzeln sind. Sind «; und
a; einfache Wurzeln, dann ist o; — a; keine Wurzel, und es ist 7;; = 1 genau
dann, wenn o; + «; eine Wurzel ist. Wegen ¢;; = —p;; ist dies genau dann der
Fall, wenn ¢;; # 0 ist. Ist eine der beiden Wurzeln «;, a; nicht einfach, so wird
zunédchst getestet, ob ; +a; eine Wurzel ist, und wenn ja, etwa oy, wird das k in
einer Matrix abgespeichert. Dazu gibt es eine Funktion isRoot (intAVec,int&),
die als ersten Parameter ein Integer—Array und als zweiten eine Referenz auf eine
Integer—Variable hat. Sie testet, ob es sich bei dem Array um eine Wurzel han-
delt, und weist der Integer—Variablen ggf. die Nummer der Wurzel zu. Die Zahl
¢;; wird einfach durch ”Austesten” bestimmt Es wird von «; so lange «; abgezo-
gen, bis das Ergebnis keine Wurzel mehr ist. Genauer gesagt wird so r;; = ¢;; + 1
bestimmt. Im anderen Fall ist r;; = 0.

Nachdem so die Betrige der Strukturkonstanten berechnet wurden, miissen
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noch ihre Vorzeichen gewihlt werden. Hierbei geht man wie im Beweis von Theo-
rem 2.7 vor. Fiir 1 <14 < j <!l mit oy +o; € R wird r;; positiv und 74 j1m
negativ gewdhlt, d.h. die einfachen Wurzeln braucht man nicht mehr zu betrach-
ten. Es werden nun alle i = [ + 1,... ,m (also alle nicht einfachen positiven
Wurzeln) durchlaufen, und in jedem Schritt wird folgendes gemacht (wenn z.B.
gesagt wird, daf ein r;; positiv gewahlt wird, ist damit gemeint, dafl wegen (2.6)
;i negativ, wegen (2.8) 7iim, j+m ebenfalls negativ und 7,4, ;+m wieder positiv
gewihlt wird, wobei die Indizes modulo 2m zu nehmen sind):

e Bestimme 1 < jnax < ¢ maximal und 1 < jpin < Jmax minimal mit
o = oy, +aj . Wahle r; . 5 positiv. Bei den ”gemischten” r’s wéhle
Tjmimsitm UNd Tipm i negativ (wegen (2.7)).

e Durchlaufe alle j, £ mit 1 < jnin < k < J < jmax und ag+a; = ;. Bestimme
ip mit oy, = ap — vy, und jo mit a;, = ap — . (falls existent). Berechne
C=TjnitmT jmacio T Tj-tmojmax Timinndo (12118 79 oder jo nicht existiert, ist das
entsprechende 7 Null). Es gilt ¢ # 0 wegen (2.9), da «j, . .+, = oj+a, =
«; eine Wurzel ist.

— Ist ¢ > 0, so wihle 7; negativ wegen (2.9) und 7, ; . negativ.

— Ist ¢ < 0, so wéhle 74, positiv.
e Wiébhle 741y, und 744, ; vorzeichengleich zu r;;, (wegen (2.7)).

Das Programm, das in der Datei chevalley.cc enthalten ist, benutzt die
Klassen Rational fiir rationale Zahlen und *AVec fiir mathematische Vektoren
aus der GNU-C++-Library. Es miissen zuerst die Klassen RationalAVec und
intAVec erzeugt werden (siehe User’s Guide der GNU-C++-Library). Es wird
auflerdem eine Header—Datei eingebunden, in der folgende Variablen, Arrays und
Matrizen initialisiert (d.h. mit Werten belegt) sein miissen:

e Die Integer—Variablen 1 fiir den Rang, dim fiir die Dimension der Lie—
Algebra, m fiir die Anzahl der positiven und N fiir die Anzahl aller Wurzeln

e Das Array wurzel der Linge m mit int—Arrays der Lénge 1 fiir die Men-
ge aller positiven Wurzeln (in der am Anfang des Abschnitts erwéhnten
Reihenfolge)

e Die 1x1-Matrix cartan mit int-Eintrdgen, die die Cartan-Matrix angibt

e Die 1x1-Matrix metric mit Rational—Eintrdgen fiir die Metrik in den
einfachen Wurzeln

Folgende Arrays und Matrizen miissen nur deklariert werden:

e Das Array alpha der Linge N mit intAVec—Eintrigen fiir die Menge aller
Wurzeln.
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1=10+1

jmax:i_l

jmin =-1

nicht isRoot(a; — ..., ; Jmin) 7

Jmax — —

Wahle 7, juax POSIV

wahle 7. itms Titm, jma DEGALIV
J = Jmax — 1
ji>07?
isRoot(a; — a5, k)
und k< j ? ,
nein ja

01202:0

\JsRoot(ay — a;j,..,%) 7 ,
nein Jja

C1 = Tjmax,io

\isRoot(ar — aj,.;.sJo) ? .
newm ,]a

€2 = Tjmin,jo

€= Tjmin,g+mCl F Titm jmax €2

- c>07 -
nein ja
wahle 75; positiv wahle ry; negativ
wahle 74, ; negativ wahle 74, ; positiv
wahle ry i+ negativ wahle 7y j4m positiv
j R
1+ +

Abbildung 2.2: Struktogramm zur Wahl der Vorzeichen der Strukturkonstanten
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e Das Array h der Liange N mit RationalAVec-Eintréigen fiir die Koeffizienten
der h, mit a € R.

e Die NxN-Matrix r mit int—Eintrdgen fiir die Strukturkonstanten.

e Die NxN-Matrix sum mit int—FEintrdgen fiir die Nummer der Summe zweier
Wurzeln, falls diese eine Wurzel ist.

2.3 Basen der einfachen Lie—Algebren

Die Klassifizierung aller einfachen komplexen Lie-Algebren (siehe [Sam90, p. 74])
besagt, daf jede dieser Lie-Algebren zu genau einer der Klassen A, (n > 1),
B, (n>2),Cy, (n>3),D, (n>4), Es, E;, Eg, F, oder G5 gehort. Die A, bis D,
heiflen klassische, und die E,, bis G5 heiflen Ausnahme-Lie—Algebren. Die Zahl n
gibt jeweils den Rang der Lie-Algebra an. In der Klasse 1ieAlgebra<field> gibt
es einen Konstruktor mit einem char— und einem int—Paramter, der einen Ver-
treter der entsprechenden Klasse initialisiert. Fiir die Ausnahme-Lie—Algebren
wurde die Multiplikationstabelle beziiglich einer Chevalley—Basis mit dem Algo-
rithmus des letzten Abschnitts berechnet, wobei die entsprechenden Daten der
Wurzelsysteme aus dem Tabellenwerk [Tit67] entnommen wurden. Die Struktur-
konstanten wurden in den Dateien Multiplikationstabelle.* gespeichert, wo-
bei statt * der entsprechende Typ E6, E7, E8, F4 oder G2 steht. Bei den klassischen
Algebren wird die Multiplikationstabelle in einer Basis eines konkreten Vertreters
der Klasse initialisiert. Welche Vertreter und Basen dafiir gewihlt wurden, wird
in diesem Abschnitt angegeben.

Bei den reellen Lie-Algebren ist die Isomorphieklasse durch diese Angaben
noch nicht eindeutig festgelegt. Aber wenn man fordert, dafl die Lie-Algebra
kompakt sein soll, d.h. daf} ihre Killing—Form negativ definit ist, ist die Klasse
eindeutig, denn jede kompakte einfache Lie—Algebra ist reelle Form einer kom-
plexen einfachen Lie-Algebra.

Im folgenden sei K = R oder C. Alle Vertreter der Lie-Algebren sind Un-
teralgebren von gl(n, K'), und die Basen werden jeweils in Termen der Matrizen
A € gl(n, K) angegeben, wobei Ay = (6;xd;1)7 -, ist. Es gelten die Kommuta-
torrelationen

[Akla Ak’l’] = (5WAM/ — (5l/kAk:l fir alle 1 S k, l, kl, ll S n.
(2.10)

Es folgt eine Aufzdhlung der Isomorphieklassen der einfachen Lie—Algebren mit
den Vertretern und den Basen, die fiir die Initialisierung einer Lie—Algebra gewé#hlt
wurden. Da die Bezeichner der Basisvektoren in einem Array abgespeichert wer-
den, gehort zu jedem Basisvektor ein Index ¢, der die Position in diesem Array an-
gibt, wobei wie iiblich die Numerierung mit 0 beginnt. In der Zeile Umrechnung
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wird angegeben, wie man aus den kennzeichnenden Gréfien des Basisvektors (eine
oder zwei natiirliche Zahlen & und /) den Index i berechnen kann. Ferner werden
die nicht verschwindenden Lie-Klammern der Basisvektoren angegeben.

2.3.1 A, (n>1)
Realisierung sl(n+1,K) ={A e gln+1,K)|trA=0}
Dimension n?+ 2n

Basis Ek = Akk — Ak+1,k+1 fir 1 S k S n,
Ekl:Akl fiir 1§k7$l§n—|—1

Relhenfolge El; ey En; Ekl; ey Ek’kfl, Ek’k+1, ce ,Ek’n+1, e En,n+1

kn+1—1, falls k<1

kn+1—2 falls k> 0 B

Umrechnung ¢ = k — 1 fiir £, und 7 = {

Kommutatorrelationen

Bk, Ewr] = OBy — S0 Erwy — Ok o B + Okg1,0 B g
fiir 1<k<n und 1<k #0I'<n+1,
[Ekla Ek’l'] == 6lk'Ekl’ - 5kl’Ek'l

fir 1<k LK, 1<n+1 mit k£ oder k #I,

-k
[EklaElk] = ZEIC_LH fir 1<k<lI<n+1
=1

2.3.2 B,(n>2)
Realisierung so(2n+1,K) ={A € gl(2n+1,K)| A’ = —A}
Dimension 2n% +n

Basis Ekl:Akl_Alk fir 1<k<l<2n+1

Reihenfolge Elg, Ce ,E172n+1, ey Ek,k—i—la ey Ek,?n—l—la ey EQn,Qn—I—l
Umrechnung i =2n(k — 1) + w —2+1
Kommutatorrelationen

By, Exv] = O B — Okp By — S Egy — Ok B

fir 1<k, LK, '<2n+1 mit k<l und Kk <!
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2.3.3 C, (n>3)

Realisierung

sp(2n, K) = {A € gl(2n, K) | A'S,+S,A =0}, wobei S, = (

Dimension 2n? +n

Basis

En = Ap—Apnpen fir 1<k 1 <n,
Eppin = Dppen fiir 1<k <n,

Eg = Au+A_pppn fir 1<k<l—n<n,

Ep = Mgt Aungn fir 1<k—n<l<n,
Eing = Ay fiir 1<1<n

Relhenfolge EH, e ,ELQn, Egl, e ,Eg’n, EQ’n+2, e ,E2 IR ,En’l, e ,En ns

)

En,2n7 En—l—l,la cee g En—l—l,na En+2,2a s 7En+2,na e EQn n
2kn+k—n—1) - 1) falls k<nundl<n

Umrechnung i = 2n(k —1) + @ +1—1, falls k<nundl>n
nk—1)+ 5k )1 falls k>nundl<n

Kommutatorrelationen

[Ekl7 Eklll] = 5lk’Ekl’ — (5kl:Ek/l fﬁl" 1 S k, l, kl, ll S n,
. Ek,k’+n7 falls k < k’ . !
Bkt B prn] = O { 2F) k1n, falls k=K fir 1<#kik=n,

2Ek,k+n7 falls k=F
fir 1<k,l<n und 1<k <l'—n<n,

Eing n, falls I<k —n
[Eki, Bev] = =0k Einy — O { l;ElkJrn,l: falls I =k —n

fir 1<kl<n und 1<k -—n<l'<n
mit [ <k —n,

/
[EklaEk’l’] = 5lk’Ekl’ —+ (5l+n,l’ . { Ek,k’—l—n, falls k< k
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Epiny, falls 1<l
[Ekl; Ek/z'] = OBy — 5k+n,k' : 2E)1ny, falls 1 =1
Eping, falls 1>7
fiir 1<k,l<n und 1<k —-n<l'<n
mit [ > k' —n,
Epppy, falls 1<

[Ekl; El’+n,l’] = _5kl’ . 2El+n,l; falls (=1 fir 1 S k, l, l’ S n,
El’Jrn,l: falls [ >1
[Bkpin, Ewv] = —OppEppan fir 1<k K1 <n,
(B jotns Exv] = v Eggr—n + Okt hn Erpe
fir 1<k<n und 1<k —n<l'<n,
(Bt s Evingl = OwEp fir 1<k<n und 1<1I'<n,
o Elfn,k’+n; falls [ <k'+n
B Bie] = =Ovni Bk = Ot { Wy im, falls 1=K +n

fir 1<k<l—-n<n und 1<K,I'<n
mit [ <k +n,

[Exi, Evr]) = =0k Byt — 0 4n Lk prgn
fiir 1<k<l—-n<n und 1<K,I'<n
mit [ >k +n,

[Eyt, Byl = O j—nErpr—n + Ok konEi—np + Ok Ei—n p—n + e B
fir 1<k<l-n<n und 1<k —n<l'<n,
(Ety Eving]l = OpsnEry + Spr Ei—p

fiir 1<k<l—-n<n und 1<!'<n

2.34 D, (n>4)

Realisierung so(2n, K) = {A € gl(2n, K) | A' = —A}
Dimension 2n? —n

Basis Ey = Ay — Ay fir 1<k<I<2n

Relhenfolge E12, ey E1,2n7 ey Ek,k+17 e Ek,2n: e Egnfl’gn

Umrechnung i =2n(k — 1) — @ +1

Kommutatorrelationen siche B,
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Kapitel 3

Multiplikative Sequenzen

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden multiplikative Sequenzen definiert
und einige ihrer Eigenschaften und Beispiele vorgestellt. Er orientiert sich im we-
sentlichen an den Biichern [Mic89] und [Hir66]. Im zweiten Abschnitt wird dann
eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten einer multiplikativen Sequenz bewie-
sen, die fiir einen Algorithmus zur Berechnung der multiplikativen Sequenz aus
ihrer Potenzreihe verwendet wird. Dieser wird im dritten Abschnitt beschrieben.
Im letzten Abschnitt werden additive Sequenzen eingefiihrt, die eine Verallgemei-
nerung des Chern—Charakters eines Vektorbiindels sind.

3.1 Definition, grundlegende Eigenschaften und
Beispiele

Sei B ein kommutativer Ring mit Einselement, B = Blpy, p, . . .| der Ring der for-
malen Polynome in den abzihlbar vielen Unbestimmten pq, po, . .. mit Koeffizien-
ten in B. Fiir ein Monom pj, - -+ p;, € B heifit j;+- - -+7, das Gewicht des Monoms
und r dessen Grad. Mit By = B und By, = {« € B|a homogen vom Gewicht k} C
Bpi,...,pi gilt B =Y 72 Bx und ByB; C By Ist B ein Korper, so wird B
damit zu einer kanonischen graduierten Algebra.

Ein Polynom « € Bz, ... ,x,| heiBt symmetrisch, wenn fiir alle 7 € S, gilt
A(Tr(1)s - s Trn)) = (T1,...,%y). Spezielle symmetrische Polynome sind die
elementarsymmetrischen Polynome

op(T1,y .o xy) = E xiy - -xy,,  firalle k <n.
1<i) << <n

Grundlegend fiir die Konstruktion multiplikativer Sequenzen ist der

Satz 3.1 (Hauptsatz fiir symmetrische Polynome) [Sul86, S.107]
Fiir jedes symmetrische Polynom a € Blzy, ... ,x,| existiert genau ein Polynom

93
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F € Bp1,...,px| mit
a(Ty, ..., Ty) = Fop(x1,. . Zn)yeoe 001y ey Tp)).
Bemerkung 3.2 Ist a homogen vom Grad k, so ist F homogen vom Gewicht k.

Beispiel 3.3 Ist si(z1,...,2,) = Y.i, x¥ die k—te Potenzsumme (1 < k <
n), so sind die Polynome sy,... s, offensichtlich symmetrisch. Will man die
Darstellung der sy in den elementarsymmetrischen Polynomen berechnen, kann

man die Newtonschen Formeln (siche [Sul86, S.110])

k—1
k=3 (1) oysp_i + (=1)F" - koy, (3.1)

i=1
benutzen.
Sei B[[z]]'= {1+ biz + byz® + --- | b; € B fiir alle ¢ € N} die multiplikative
Gruppe der formalen Potenzreihen iiber B mit konstantem Term 1. Fixiere ein

f € BJ[z]]" Fiir n € N betrachte die formale Potenzreihe in den n Unbestimmten
L1y T

fl@) - flon) =T+ (@, .o 20) + a1,y 2n) + 000 (3.2)

wobei das Polynom «4 fiir £ < n homogen vom Grad k sei. Da die linke Seite
von (3.2) offensichtlich symmetrisch ist, sind es die Polynome oy, auch, und nach

Satz 3.1 und Bemerkung 3.2 existieren homogene Polynome Fj € Blp,... , pgl
vom Gewicht k mit a(z1,...,2,) = Fx(oi,... ,0x) fiir & < n. Dann gilt fiir alle
n €N

f(z1) - f(zn) =14 Fi(o1) + Fy(0y1,09) + F3(01,09,03) + - -

(3.3)

Die Polynome F}, sind wohldefiniert und unabhéngig von der Anzahl der Variablen
p;. Denn erhoht man diese Anzahl n in (3.3), so sieht man wegen oy (1, ... , 2y, 0,
,0) = op(xy, ... ,2,) fiir k < nund ok(zq,...,2,) = 0 fiir & > n, daf} die

Polynome Fj, fiir £ < n unveréndert bleiben.

Die Folge (Fj), N heifit die durch die formale Potenzreihe f(x) bestimmte
multiplikative Sequenz oder m—Sequenz. Sie hat eine universelle multiplikative
Eigenschaft, die nun beschrieben werden soll.

Sei A eine assoziative, kommutative graduierte Algebra mit 1 € A, iiber B.
Bezeichne mit A" die Menge aller formalen Summen 1+ a; +as+--- mit a; € A;
fiir alle ¢ > 0. Beachte, daf§ die endlichen Summen wirklich zu A gehéren und eine
Menge bilden, die abgeschlossen ist unter Multiplikation. Diese Multiplikation
setzt sich fort auf A" durch

I+ar+a+-- )1+ +eo+---)=1+ (a1 +c1) + (az +ares +¢2) + -+,
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d.h. indem man den n-ten Term des Produktes durch »_ ayc, . definiert. Jedes
Element von A" hat ein multiplikatives Inverses, also ist A" eine abelsche Gruppe.

Sei (F), N eine fest gewéhlte multiplikative Sequenz. Zu jeder graduierten
Algebra A wie oben gibt es eine Abbildung F : A— A", die durch

F(1+a1—i—a2—i—---):1—|—F1(a1)—|—F2(a1,a2)—|—--- (34)
definiert ist, wobei a; € A,;.

Lemma 3.4 [Mic89, p. 229] Die Abbildung F : A~— A" ist ein Gruppenhomo-
morphismus, d.h.

F(ac) = F(a)F(c)
fur alle a,c € A",

Beweis. Seiena = 1+a1+ao+-++ ,c=14+c¢i+co+--- € A" Fiir alle endlichen
Partialsummen o, =14a; + -+ a, und v, = 1+ ¢; + - - - 4+ ¢, betrachte die
formalen Faktorisierungen o, = (1 +xy)--- (1+x,) und v, = (1 +2p41) - - - (1 +
Tnim), d.he ap = op(21,... ,2,) und ¢ = 0(Tpy1,. .. , Tnim). Dann gilt fiir das
Produkt die formale Faktorisierung o, 3, = (1 + x1) -+ (1 + Zp4m). Nach (3.3)
gilt F(anym) = f(x1) -+ f(Xnim) = Flan)F(7m). Da dies fiir alle m,n € N gilt,
folgt F(ac) = F(a)F(c). O

Bemerkung 3.5 Sei A = Blx]| die Algebra der Polynome in x mit Koeffizienten
in B mit der Graduierung As; = {« € Blz]|a homogen vom Grad i}, Ag; 1 = 0.
Dann ist A"= B[[z]]" und wegen (3.3) firn =1 gilt F(1+ x) = f(z). Man kann
also die Potenzrethe durch die multiplikative Sequenz zurickgewinnen.

In den folgenden Beispielen sei B = Q.

Beispiel 3.6 (Todd—Sequenz) Definiere die formale Potenzreihe
T 1 1
td(z) = — 14 at —a -
(x) T +2x+12z + e

deren Koeffizienten by, folgendermafen rekursiv berechnet werden kénnen.:

k

b= 31 b (35)

- i+ 1)

Die durch td(x) definierte multiplikative Sequenz (T'd,,) heifit Todd-Sequenz. Ihre
ersten Terme sind

1
le(Cl) = 5(31
1
TdQ(Cl,CQ) = E(CQ"‘C%)
1
Td3(01,02,03) = 5,6C.

24
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Beispiel 3.7 (A— und A—Sequenzen) Definiere die formale Potenzreihe

2 1 7
&(x)_Lzl__z — 24

~ sinh(y/7/2) 247 27.32.5
fiir deren Koeffizienten ay gilt:

d 1
ap = — ; m Qi

Die durch a(z) definierte multiplikative Sequenz (A,,) heift A-Sequenz, deren
ersten Terme gegeben sind durch

A 1
Ai(p) = —ﬂpl
N 1
As(pr,p2) = m(—4p2 +7p})
As(prp2ps) = gz (1605 — 44pips + 31p}).

Die A-Sequenz (Ay,) ist definiert durch die Potenzreihe a(z) = a(16x). Daraus
folgt A, = 16™A,, fir alle m € N.

Beispiel 3.8 (Hirzebruch L—Sequenz) Die Hirzebruch L-Sequenz (L,,) ist
definiert durch die Potenzreihe

NG 1 1,
l = = ]_ - — — e
(=) tanh(y/x) N 3 45" N
Die Koeffizienten l;, dieser Potenzreihe erfillen l;, = 4%by, (b; aus 3.5). Die ersten
Terme der L—Sequenz sind

1
Ll(pl) = gpl
1 2
Lo(pr,p2) = £(7p2—p1)
1
L3(p1.pa,ps) = m(62p3—13p1p2+2pi)-

Die L-Sequenz (L,,) ist durch die Potenzreihe [(x) = I(z/4) definiert, d.h. L, =
A™ Ly, .
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3.2 Eine Rekursionsformel zur Berechnung von
multiplikativen Sequenzen

Sei B ein kommutativer Ring mit 1, f(z) = 1 + byx + byz? + --- € BJ[[z]] eine
formale Potenzreihe. Es soll nun ein Verfahren vorgestellt werden, mit dem man
die zugehorige multiplikative Sequenz (F}), . in den Unbestimmten pi,po, ...
berechnen kann.

Seien ji,...,jr € N, j1 > ... > jr, >0 ju =k, m > k. Bezeichne mit
> (j1,---,Jr) die Summe derjenigen paarweise verschiedenen Monome in den
m Unbestimmten y1,... , y,, die man erhilt, wenn man alle Permutationen von
(y1,-- ., ym) auf das Monom y{l -+ -yJm anwendet. Da jedes dieser Monome nur ein
mal auftreten soll, ist dies die Summe iiber alle Permutationen, die das Monom
verdndern.

Lemma 3.9 [Hir66, p. 11] Stellt man das symmetrische Polynom > (j1, ..., jr)
in den elementarsymmetrischen Polynomen oq,... ,0,, dar und ersetzt o; durch
b;, erhdlt man den Koeffizienten von pj, -+ -p;. in Fy.

Jr
Beweis. Betrachte die formale Faktorisierung
L+bx+-+bpa™ =1 4+y2) - (14 ynx). (3.6)

Da Fj, homogen vom Gewicht k ist, gilt mit einer Unbestimmten z nach (3.3)

1+ZFk(p17 7pk)zk + Z Fk(pla"' 7pm507"' ?O)Zk
k=1 k=m+1
= [[fla2) = [T+ bizgz + - + b2 +---)
j=1 j=1
= | |(1+bi(x;2) s+ by (2;2)™)  (mod 2™) 36 H (1+ xjy:2)"
Jj=1 i,j=1

m
H (L +p1(yiz) + -+ pm(yi2)™).

Hierbei werden wie im letzten Abschnitt die p; als elementarsymmetrische Po-
lynome in den z; aufgefafit. Multipliziert man dieses Produkt aus und sammelt
Terme vom Grad k in z, so erhélt man durch Koeffizientenvergleich

Fi(prs-- sDk) = Uit Y Dis - D

'An dieser Gleichung sieht man auch, da8 F}, von den b; genau so abhiingt wie von den p;
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wobei die Summe iiber alle iy,...4, € {0,...,m} mit i, + --- + i, = k lduft
(hierbei setze py = 1). Fiir jedes dieser Tupel (i1, ... ,%,) bekommt man alle
Tupel (4, ... ,i,), die den Term py ---py festhalten, durch alle Permutationen
der Wertemenge {i1,...,im} = {j1,...,j-} (hierbei sei jy > ... > j, > 1).
Das sind aber gerade die Permutationen von {0, ... ,m}, die den Term y? R Thid
verdndern. Also ist der Koeffizizient vor p;, - - - p;, gerade > (j1,..., ). O
Lemma 3.10 Seir > 2, W= {jo,...,Jr} und j1 = ... = Js > js11 > ... > Jr.
Dann gilt:
]
Z(]I)Z(]2: :jr) :S'Z ]1:"' :jr +ZZ ]1+] ]2:" :]r)
JjEW

J
wobei ™ Auslassung der Zahl j bedeutet.

Bemerkung 3.11 Ist B ein Ring der Charakteristik 0, kann man mit dieser
Formel rekursiv die Koeffizienten der multiplikativen Sequenz berechnen:

> Gt i) = %(Z(J&)-Z (Goreee o) = D G+ G das a]r))

JEW

da alle Terme auf der rechten Seite eine kleinere Anzahl an Exponenten haben.
Fiir r =1 st Y (j) = Y_(k) die k-te Potenzsumme sj, weswegen man in diesem
Fall die Newtonschen Formeln

k—1
Sk = Z(_l)i+1bi3k—i + (=1 Kby
i=1
verwenden kann.
Beweis: Es geniigt, die Formel fiir B = Z zu zeigen, da es sich um eine

polynomiale Identitdt mit ganzzahligen Koeffizienten handelt. Denn sind zwei
Polynome mit Koeffizienten aus Z gleich, so sind sie auch gleich, wenn man die
Koeffizienten durch die Bilder des Ring-Homomorphismus

Z— B, n—sgn(n)(l+---+1)

[nj—mal
ersetzt.
Zum Beweis seien nun j; > ... > 3, > 1,m > k fest. Definiere natiirliche
Zahlen s; = s,89,...,sy durch N = #{ji,...,jr}, r = s1 + --- + sy und
jl - - ]51 > ]51+1 = = j51+52 > > j51+"'+SN—1+1 = = jr: und sei

py =581 +---+s, (v=1,... ,N).
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1 §=351 py—1+1 % r M
Abbildung 3.1: Multiindizes der multiplikativen Sequenzen
Sei nun
Z[jl, N Z yj1 .T (3.7)
WESm
Da es fiir jede Auswahl von paarweise verschiedenen Indizes i1, ... ,i, € {1,... ,m}
(m — r)! Permutationen gibt, die i1, ... , 4, festhalten, gilt:
S g =m=n)D) gkl (3.8)
wobei die Summe iiber alle paarweise verschiedenen Indizes iy, ... ,i, € {1,... ,m}
gebildet wird. Da es 5! - - - sy! Permutationen gibt, die einen Term y]' - - -y fest-
halten, gilt:
Z[jla"'ajr]:( —7"81 SN'Z ]17"'7]7‘ (39)

Wegen Gleichungen (3.8) und (3.9) gilt (p.v. bedeutet paarweise verschieden):

]Sl dd B = 1m0 Dl syl

> G > (- dr)
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S =) =+ 1)L

i1=1

(> oyl

12500y irp.v.

= (m-D!(m—-r+1 Z y yZT

1y sbr DU

)
>N ke yff“- i)

B=2%2,...,ipp.V.

=D m =+ )Y e+
m—1)! ZZ[ﬁ—F]wha-j- v
= (m—-Dm—r+1)> [ji,.- . js] +
m—1)! Zsyzﬁﬂwh,?- ]+
(m —1)(51—1)Z[J1+J2,J3,---,J'r]
(3.9)

(m_l)'( —-r+1 '51 SN’Z]I?“‘?]T‘
m —1)! Zsy —r+1)(sg —1)!sy!-

jﬂzu
(SV—]_)!-"SN!Zj1+ju,,7j27"'7j7')+
(m—D(s1 = 1)(m —r+1)!(s; — 2)lsy! - syl

Z(]l +]27]37 s a]r)

Durch Division von (m — 1)!(m — r + 1)!(s; — 1)!sy! - -+ sy! folgt hieraus die Be-
hauptung. OJ

3.3 Algorithmus zur rekursiven Berechnung mul-
tiplikativer Sequenzen

In diesem Abschnitt soll der Algorithmus zur Berechnung einer multiplikativen
Sequenz mit Hilfe der Rekursionsformel (3.10) beschrieben werden. Der entspre-
chende Konstruktor in der Klasse msequ<ring> hat als Parameter ein Array mit
Eintrégen des zugrundeliegenden Ringes, in dem die Koeffizienten der Potenzreihe
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gespeichert sind, und einen optionalen Character-Parameter, der die Bezeichnung
der Variablen angibt (Default—Wert ist 'x’).

Ist (b1,...,bn) das Koeffizienten—Array, so kann die multiplikative Sequenz
(F}) bis zum N—ten Polynom berechnet werden. Sei I, = {(j1,... ,jr) [j1 > ... >

gr 21, it +jr = k}. Dann gilt Fio(p1, ... . pk) = D2, e, B iePi = Djs
mit R;  ; € B. Definiere auf der Menge Ij, eine Ordnung durch

oo de) < ULs-ond) &
r<s oder (r=sund (ji1,...,J5) < (i,--.,J.) lexikographisch)

Zunichst ist klar, dal Fy = 1 und Fj(p1) = bip; ist. Dies wird als erstes initiali-
siert. Dann werden alle £ = 2, ... , N durchlaufen, und in jedem Schritt geschieht
folgendes:

e Initialisiere den Multiindex j = (k).

e Berechne sk =3¢ (—1)"* 'Ry, i + (1) kb, (wegen (3.1)).
e Initialisiere F}, durch den Koeffizienten sk und den Multiindex j.
e Solange r < k (r =Lénge des Multiindex j):

— Finde den niichstgrofieren Multiindex j = (j1,... ,j,) € I.
— Setze sumy = R; R, . ;..

— Bestimme s mit j; = ... = js > Js11-

Setze sumsg = 0.
— Durchlaufe alle : = 2,... ,r mit i = 2 oder j; # j; 1:

- Ji
 Initialisiere den Multiindex j = (ji + Ji, Jo, - - - Jr)-
x Addiere Rj ZU SUMsy.

— Initialisiere das Monom mit Koeffizient I (sum; — sums) und Multiin-
dex j und addiere es zu Fj, (wegen (3.10)).

Um in diesem Algorithmus den nichstgrofleren Multiindex mit gleichem Ge-
wicht zu finden, wurde in der Klasse index fiir Multiindizes (vgl. 2.3.1) ein Inkre-
mentoperator geschrieben, der diese Aufgabe erledigt. Dieser benotigt eine Funk-
tion min(nat k), die bei gegebenem r den lexikographisch minimalen Multiindex
J = (J1,---Jr) € Iy findet. Dieser ist offensichtlich (s +1,...,s+1,s,...,5),
wobei kK = sr +d mit 0 < d < r ist und s + 1 d—mal auftritt.

In dem Inkrementoperator werden zunéchst die Faller = 0und j = (1,...,1)
abgefangen, in denen es offensichtlich keinen groflieren Multiindex mit gleichem
Gewicht gibt. Sei jetzt j = (j1,...,Jr) € Ix, 7 > 0 und j; > 1. Dann hat im
Falle j; = k — r + 1 der nédchstgréflere Multiindex gréfleres r und ist gleich dem
minimalen Multiindex der Liange r + 1, der mit der Funktion min(nat) gefunden
wird. Im anderen Falle ist dann r > 2, und es geschieht folgendes:



62 KAPITEL 3. MULTIPLIKATIVE SEQUENZEN

e Finde das maximale 2 < ¢ <r — 1 mit j; < j;_1 und j;,; > 1. Falls dieses
nicht existiert, sei 1 = 1.

e Finde den minimalen Multiindex j = (jy,... ,jr_;) mit Gewicht ji 1 +---+
gr — 1.

e Setze ] = (jla"' 7ji—17ji + lajla"' 737”—i)‘

3.4 Additive Sequenzen

Die Bezeichnungen seien wie in Abschnitt 3.1. Fiir eine formale Potenzreihe
f(x) = 1+ bz + byx? + --- € BJ[z]] kann man statt dem Produkt auch die
Summe

f(xl)++f(xn):n+blsl(x17 :xn)++bn5n(x17 :xn)+

betrachten. Hierbei ist si(zq,...,z,) = Y., z¥ die k—te Potenzsumme. Da

dies ein symmetrisches Polynom vom Grad k ist, existieren Polynome Fj mit
bese(z1, ... ,xn) = F(oq,...,0p) fiir 1 < k < n. Wie bei der Konstruktion der
multiplikativen Sequenzen iiberlegt man sich, dafy diese Polynome wohldefiniert
sind, und daf Fj, homogen vom Gewicht k ist. Die Folge (F}), .y heifit die durch
die Potenzreihe f(z) definierte additive Sequenz oder a—Sequenz. Es gilt fiir alle
ne€N

f(l‘l) 4+ 4+ f(l‘n) =n-+ Fl(O'l) + FQ(O’l,O'Q) —+ .. (310)

Ahnlich wie fiir multiplikative Sequenzen gilt fiir additive Sequenzen eine univer-
selle Eigenschaft.

Sei A eine assoziative, kommutative graduierte Algebra iiber B mit 1 € A,.
Wie in Abschnitt 3.1 sei A”der kommutative Ring der formalen Summen 1+ a; +
as +--- mit a; € Ay; (die Addition sei komponentenweise erklért). Fiir eine feste
additive Sequenz (Fy), N definiert man eine Abbildung F : A"— A" durch

Fl+a+a+--+)=Fi(a) + Fo(ar,a2) + -+ -, (3.11)
wobei a; € Ay;.
Lemma 3.12 Fiir die Abbildung F : A~ — A" gilt:
F(ac) = F(a) + F(c)
fiir alle a,c € A",

Beweis. Seien a = 14+ a1 +ay+---,c =14+c¢c +co+--- € A Fiir die
endlichen Partialsummen o, = 1+4+ay +---+a, und v, = 1 4+c; + -+
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betrachte die formalen Faktorisierungen o, = (1 4+ x1)---(1 + z,,) und 7, =
(14 zp41) -+ (1 + zpypm). Dann gilt fiir das Produkt die formale Faktorisierung
&Ym= (L4 x1) -+ (1 + Zpim), und nach (3.11) und Definition der additiven
Sequenz folgt

n+m n m

Flanm) = 3 (o) —nm =3 Flax)—nt > Flner)—m = F(on) 4 (3.
k=1 k=1 k=1

Da dies fiir alle m,n € N gilt, folgt F(ac) = F(a) + F(c). 0O

Bemerkung 3.13 In der Algebra A" = B[[z]]" gilt 1 + F(1 + z) = f(x) wegen
(3.10) fiir n = 1. Die Berechnung der additiven Sequenz kann direkt rekursiv mit
den Newtonschen Formeln (3.1) erfolgen.

Beispiel 3.14 Sei B = Q und f(x) = e*. Dann heifst die zugehirige additive
Sequenz (chy),.N Chern—Sequenz, deren erste Terme gegeben sind durch

Chl (Cl) = C
1
cha(cy,co) = 5(—262 + )
chs(ci, ¢, c3) = =(3c3 —3ciey + )

6
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Kapitel 1

Die Algebra—Bibliothek

In diesem Kapitel werden allgemeine Bemerkungen zu Aufbau und Verwendung
der Algebra—Bibliothek gemacht. Nach einigen Hinweisen zur Benutzung der Bi-
bliothek im ersten Abschnitt werden im zweiten Abschnitt alle Vererbungsbe-
ziehungen und Abhé#ngigkeiten der Module bzw. Dateien beschrieben und deren
Verwendung im dritten Abschnitt durch ein Beispielprogramm illustriert.

1.1 Allgemeine Bemerkungen zur Anwendung

Die Bibliothek enthélt Klassen fiir alle im ersten Teil vorgestellten algebraischen
Strukturen und deren Elemente. Die Klassen der Bibliothek zerfallen in drei Ka-
tegorien: Die Klassen fiir Vektorrdume und (Ko-)Algebren, die Klassen fiir deren
Elemente und die Polynom-Klassen. Alle Klassennamen sind englisch, kleinge-
schrieben und evtl. abgekiirzt; besteht eine Bezeichnung aus mehreren Wértern,
z.B. graded commutative algebra, werden die Wortanfinge durch Grofibuchstaben
angedeutet: gradedCommAlgebra. Bei den meisten Klassen handelt es sich um
Schablonen, sog. Klassen—Templates, in denen ein Element deklariert ist, dessen
Datentyp nicht von vornherein feststeht, sondern durch den Anwender gew#hlt
werden kann. Bei den (Ko-)Algebra-Klassen und Element-Klassen ist dies der zu-
grundeliegende Ko6rper field, bei den Polynom-Klassen der Koeffizienten—Ring
ring. Objekte solcher Klassen werden durch den Klassennamen, gefolgt von dem
Datentyp, der als Ring bzw. Koérper verwendet werden soll, in spitzen Klam-
mern, z.B. gradedCommAlgebra<float> A, deklariert. Als Datentyp kann jeder
von C++ bereitgestellte Typ oder jede selbstdefinierte Klasse (auBer Klassen—
Templates) eingesetzt werden. Voraussetzung ist allerdings, daf fiir diesen Typ
bzw. diese Klasse die iiblichen algebraischen Operatoren (+, -, *, /, +=, -= *=
/=), die Typumwandlungen von/nach (unsigned) int und (unsigned) long,
Kopierkonstruktor, Zuweisungsoperator und die Vergleichsoperatoren == und !=
definiert sind. Diese Voraussetzungen sind z.B. fiir die C++-Grunddatentypen
int, long, float, double, die Klassen Integer, Rational, Complex aus der

67
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GNU-C++-Library und die Klasse primrat aus Anhang A dieser Arbeit erfiillt.
Einschrénkungen an die Charakteristik des Grundk&rpers bzw. -rings sind bei
den meisten Klassen nicht nétig. Wenn man die Kontraktion in der dufleren
Algebra benutzt, sollte man anstandshalber voraussetzen, dafl man mit reellen
Zahlen rechnet, da man fiir die Identifizierung von V' mit seinem Dualraum ein
Skalarprodukt braucht. Die Cliffordalgebra C/, s ist zwar nur iiber R definiert,
aber man kann sie auch iiber einem beliebigen Korper K betrachten. Die einzige
Stelle, wo man zwingend einen Ring der Charakteristik 0 braucht, ist der Kon-
struktor fiir multiplikative Sequenzen (vgl. Abschnitt 3.2). Die mathematischen
Axiome fiir Ringe bzw. Korper miissen und kénnen i.a. nicht erfiillt sein, da es
sich bei allen Datentypen um endliche beschrinkte Strukturen handelt, und die
Axiome bei Uberschreitung oder in der Nihe dieser Bereichsgrenzen nicht mehr
allgemein giiltig sind. Allerdings wird z.B. in der Klasse primrat jede dieser Be-
reichsiiberschreitung durch eine entsprechende Fehlermeldung und Programmab-
bruch quittiert, sodal man sich (im Prinzip) sicher sein kann, da} ohne Fehler
durch Bereichsiiberscheitung oder Rundung gerechnet wurde, wenn man keine
Fehlermeldung erhilt.

In den Klassen der Algebra—Bibliothek werden allerdings alle mathematischen
Axiome der entsprechenden Struktur gepriift, und bei Nichterfiillung das Pro-
gramm mit einer Fehlermeldung abgebrochen. Werden in einer Methode mit Pa-
rametern ein ungiiltiger Wert oder mehrere inkonsistente Werte {ibergeben, bricht
das Programm ebenfalls mit einer Fehlermeldung ab, die die entsprechende Me-
thode, z.B. algebra <field>::getMult(nat,nat,nat), und ggf. den oder die
unzuldssigen Parameter ausgibt. Die einzigen unsicheren Stellen, an denen ein
Laufzeitfehler ohne explizite Fehlermeldung durch die Methode auftreten kann,
sind die Methoden mit statischen Arrays als Parametern, z.B. alle Konstrukto-
ren mit Stringx und fieldx*x als Parameter. Hier wurde gezwungenermafien
diese Form der Parameter gewihlt, da entweder der Compiler mit dynamischen
Arrays als Parameter nicht zurecht kam oder da es sich um Mehrfachpointer
(wie Matrizen oder Strukturkonstanten) handelt, die man auch nicht als dynami-
sche Arrays deklarieren kann, da geschachtelte Templates (noch) nicht moglich
sind. Diese Stellen sind allerdings bei Vorhandensein eines méchtigeren Compilers
leicht modifizierbar.

Klassen—Templates sind in Dateien enthalten, deren Name aus dem Klassen-
namen in Kleinbuchstaben mit der Kennung ”.t” besteht. Bei einfachen Klassen
(im Gegensatz zu Templates) ist Header und Implementierung getrennt in Da-
teien mit der Kennung ”.h” bzw. ”.cc” enthalten. Will man einfache Klassen
benutzen, mufl man die Header-Datei mit #include einbinden, die entsprechen-
de Implementierungsdatei vorcompilieren und alle compilierten Ojekt—Dateien
(mit der Kennung ”.0”) zusammenlinken. Will man Klassen—Templates benut-
zen, mufl man nur die entsprechende Datei mit #include einbinden, wobei alle
anderen benétigten Dateien automatisch eingebunden werden. Hierbei ist aller-
dings darauf zu achten, dafl evtl. einfache Klassen eingebunden werden, deren
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Implementierunsdateien man ebenfalls vorcompilieren und zusammenlinken muf,
z.B. mufl man bei Verwendung der Klasse gradedAlgebra<field> die Dateien
vectorspace.cc und gradedVS.cc vorcompilieren, und die damit erzeugten Da-
teien vectorspace.o und gradedVS.o zusammen mit dem Hauptprogramm lin-
ken. In einigen Klassen der Algebra—Bibliothek werden die Klassen array<type>,
list<type> und primrat verwendet, die nicht Teil der Bibliothek sind, aber
benotigt werden. Deren Beschreibung befindet sich in Anhang A. Die Abhéngig-
keiten der Klassen, d.h. die Dateien, die im selben Verzeichnis wie das Hauptpro-
gramm und die Klassendatei vorhanden sein miissen und ggf. vorcompiliert und
gelinkt werden miissen, sind im néchsten Abschnitt im einzelnen aufgefiihrt. Die
gesamte Bibliothek wurde auf einem Linux-PC mit dem GNU-C++-Compiler
(2.7.2.1) erstellt. Aus der Standard-Library werden die Dateien iostream.h,
fstream.h, stdlib.h, stddef.h, math.h und aus der GNU-Library die Files
String.h und Integer.h benétigt. Da sich die Implementierung an dem ANSI-
Standardentwurf geméf [Bre95] orientiert, sollte die Bibliothek auf jedem Rech-
ner mit C++-Compiler lauffihig sein, wenn man die entsprechenden Files im
Quellcode vorliegen hat.

1.2 Vererbungsstrukturen und Abhingigkeiten

1.2.1 Vererbungsstrukturen

Bei den Algebra— und Koalgebra-Klassen wurde von dem Vererbungsmecha-
nismus am intensivsten Gebrauch gemacht, da sich hier in natiirlicher Weise
Vererbungsbeziehungen ergeben, z.B. ist eine graduierte Lie—Algebra eine gra-
duierte Algebra, die eine Algebra und ein graduierter Vektorraum ist, die beide
ein Vektorraum sind. Bei diesem Beispiel wird auch ein Problem deutlich, das
bei Mehrfachvererbung auftreten kann: Die Klasse vectorSpace ist Basisklasse
fiir gradedVS und algebra<field>, die wiederum Basisklassen fiir gradedAl-
gebra<field> sind. Normalerweise hitte also ein Objekt A vom Typ gradedAl-
gebra<field> zwei Subobjekte vom Typ vectorSpace, also z.B. zwei Elemente
A.gradedVS<field>::dim und A.algebra<field>: :dim fiir die Dimension. Um
sicherzustellen, daf} in diesem Falle nur ein Subobjekt vectorSpace und damit
nur ein Element A.dim erzeugt wird, benutzt man die virtuelle Vererbung. Die
Klassen gradedVS und algebra<field> miissen virtuell abgeleitet werden, was
in den Abbildungen der Vererbungsstrukturen durch das Schliisselwort wvirtual
angedeutet ist.

Die Klassen VSelm<field>, algebraElm<field>, coalgebraElm<field> und
hopfAlgebraElm<field> fiir Elemente der entsprechenden algebraischen Struk-
turen besitzen eine analoge Vererbungsstruktur wie diese. Hier konnte die Zahl der
Klassen klein gehalten werden, da die Zuordnung der Elemente zu den
(Ko-)Algebren iiber einen konstanten Zeiger geschieht, der auf Objekte der Ba-



virtual

ZQgradedVS

[algebra

<f1e1d>

7
[=4
=
virtual

\\3233\‘

m

[complex<fie1d>]

o

[gradedAlgebra<fie1d>] = [assAlgebra<fie1d>] [ZQgradedAlgebra<fie1d>]
>
=
=

‘*\\\\\ ////////”

(cliffordAlgebra<field>|

KAPITEL 1. DIE ALGEBRA-BIBLIOTHEK

(sradedLieAlgebra<field> | (sradedCommAl

gebra<field>]
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(differentialAlgebra<field>)

[1ieA1gebra<fie1d>] [canonicalAlgebra<fie1d>]

[exteriorAlg

ebra<fie1d>]

Abbildung 1.1: Vererbungsstruktur der Algebra—Klassen
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1 [ve ct orSpace]

. vz,
virtud %/

[coalgebra<f ie1d>]

T mﬁual S T
£
s

[gradedCoalgebra<f ie1d>] [as sCoalgebra<f ie1d>]

\ /
[gradedCommCoalgebra<fie1d>]

virtual

Abbildung 1.2: Vererbungsstruktur der Koalgebra—Klassen

[gradedAlgebra<f ie1d>] [gradedCoalgebra<f ie1d>]
\ /
[hopfAlgebra<f ie1d>]

Abbildung 1.3: Vererbungsstruktur der Hopf-Algebra—Klasse
sisklasse und auf Objekte aller abgeleiteten Klassen zeigen kann.

1.2.2 Abhingigkeiten

Jede Klasse ist von allen ihren Basisklassen abhéngig, d.h. die Dateien ihrer
Basisklassen miissen im selben Verzeichnis wie die der Klasse und des Haupt-
programms vorhanden sein, und falls es sich um einfache Basisklassen handelt,
miissen deren Implementierungsdateien vorcompiliert und gelinkt werden. In der
nachstehenden Tabelle befinden sich alle Klassen der Bibliothek mit einer Li-
ste von Objekt-Dateien anderen Dateien, die die entsprechende Klasse benotigt.
Basisklassen—Templates werden nicht aufgefiihrt, da diese sich aus den Verer-
bungsstrukturen ergeben, automatisch eingebunden werden und beim Compilie-
ren nicht beachtet werden miissen. Wie der Compilier- und Linkvorgang genau
vorsichgeht, wird beispielhaft im néchsten Abschnitt gezeigt.

/E@jggky[VSe1m<field>] Virtyy
[algebraE1m<f ie1d>] [coalgebraE1m<f ie1d>]
\ /

(hopfAlgebraElm<field>)

Abbildung 1.4: Vererbungsstruktur der Element—Klassen



72

KAPITEL 1. DIE ALGEBRA-BIBLIOTHEK



1.2. VERERBUNGSSTRUKTUREN UND ABHANGIGKEITEN

Klassendatei Objektdateien ASCII- und
Template—Da-
teien

primrat.h — list.t, primzah-
len

vectorspace.h
gradedVS.h
Z2gradedVS.h
algebra.t
gradedalgebra.t
assalgebra.t

Z2gradedalgebra.t

gradedliealgebra.t

liealgebra.t

gradedcommalgebra.t
canonicalalgebra.t

cliffordalgebra.t

exterioralgebra.t

Tabelle 1.1: Abhéngigkeiten der Klassendateien der Algebra—Bibliothek

hilf.o, primrat.o

vectorspace.o, hilf.o, prim-
rat.o

vectorspace.o, hilf.o, prim-
rat.o

vectorspace.o, hilf.o, prim-
rat.o

vectorspace.o, gradedVS.o,
hilf.o, primrat.o
vectorspace.o, hilf.o, prim-
rat.o
vectorspace.o,
Z2gradedVS.o,
primrat.o
vectorspace.o, gradedVS.o,
hilf.o, primrat.o
vectorspace.o, gradedVS.o,
hilf.o, primrat.o

hilf.o,

vectorspace.o, gradedVS.o,
hilf.o, primrat.o
vectorspace.o, gradedVS.o,
hilf.o, primrat.o
vectorspace.o,
Z2gradedVS.o,
primrat.o,
vectorspace.o, gradedVS.o,
hilf.o, primrat.o

hilf.o

array.t, primzah-
len
array.t, primzah-
len
array.t, primzah-
len
array.t, primzah-
len
array.t, primzah-
len
array.t, primzah-
len
array.t, primzah-
len

array.t, primzah-
len
array.t,
zahlen,
tiplikations-
tabelle.G2,
Multiplikati-
onstabelle.F4,
Multiplikati-
onstabelle.EG,
Multiplikati-
onstabelle.E7,
Multiplikations-
tabelle.ES
array.t, primzah-
len

array.t, primzah-
len

array.t, primzah-
len

, prim-
Mul-

array.t, primzah-
len
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Klassendatei Objektdateien ASCII- und
Template-Da-
teien
complex.t vectorspace.o, gradedVS.o, | array.t, primzah-
hilf.o, primrat.o len
differentialalgebra.t vectorspace.o, gradedVS.o, | array.t, primzah-
hilf.o, primrat.o len
coalgebra.t vectorspace.o, hilf.o, prim- | array.t, alge-
rat.o bra.t, primzah-
len
asscoalgebra.t vectorspace.o, hilf.o, prim- | array.t, assalge-
rat.o bra.t, primzah-
len
gradedcoalgebra.t vectorspace.o, gradedVS.o, | array.t, gra-
hilf.o, primrat.o dedalgebra.t,
primzahlen
gradedcommcoalgebra | vectorspace.o, gradedVS.o, | array.t, graded-
hilf.o, primrat.o commalgebra.t,
primzahlen
hopfalgebra.t vectorspace.o, gradedVS.o, | array.t, primzah-
hilf.o, primrat.o len
VSelm.t vectorspace.o, hilf.o, prim- | array.t, primzah-
rat.o len
algebraelm.t vectorspace.o, gradedVS.o, | array.t, exte-
hilf.o, primrat.o rioralgebra.t,
primzahlen
tensorelm.t vectorspace.o, gradedVS.o, | array.t, gra-
hilf.o, primrat.o dedcomm-
coalgebra.t,
primzahlen
coalgebraelm.t vectorspace.o, gradedVS.o, | array.t, gra-
hilf.o, primrat.o dedcomm-
coalgebra.t,
tensorelm.t,
primzahlen
hopfalgebraelm.t vectorspace.o, gradedVS.o, | array.t, exte-

hilf.o, primrat.o

rioralgebra.t,
tensorelm.t,
gradedcomm-
coalgebra.t,
hopfalgebra.t,
primzahlen
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Klassendatei | Objektdateien ASCII- und
Template-Da-
teien

index.h — —

monom.t index.o, vectorspace.o, gra- | array.t, alge-

dedVS.o, hilf.o, primrat.o braelm.t, ex-
terioralgebra.t,
primzahlen
monomlist.t | index.o, vectorspace.o, gra- | array.t, mo-
dedVS.o, hilf.o, primrat.o nom.t, alge-
braelm.t, ex-
terioralgebra.t,
primzahlen
polynom.t index.o, vectorspace.o, gra- | array.t, mo-
dedVS.o, hilf.o, primrat.o nom.t, mo-
nomlist.t, al-
gebraelm.t, ex-
terioralgebra.t,
primzahlen
msequ.t index.o, vectorspace.o, gra- | array.t, poly-
dedVS.o, hilf.o, primrat.o nom.t, monom.t,
monomlist.t,
algebraelm.t, ex-
terioralgebra.t,
primzahlen
asequ.t index.o, vectorspace.o, gra- | array.t, poly-

dedVS.o, hilf.o, primrat.o

nom.t, monom.t,
monomlist.t,
algebraelm.t, ex-
terioralgebra.t,
primzahlen
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1.3 Beispielprogramme

Bevor nun alle Klassen der Bibliothek im einzelnen genau beschrieben werden,
sollen in diesem Abschnitt einige Beispielprogramme vorgestellt werden, die die
Benutzung der Bibliothek anschaulich machen sollen. An Hand eines Beispiels
soll auch der Compiliervorgang verdeutlicht werden.

Im ersten Beispielprogramm wird die kanonische graduierte Algebra R[z]/(z")
mit Dz = 2 untersucht, wobei (™) das von dem Polynom z" erzeugte Ide-
al bezeichnet. Dies ist z.B. die Kohomologiealgebra des (n — 1)-dimensionalen
komplex—projektiven Raums (siehe [Tu82, §14, p. 176f]). Zur Initialisierung die-
ser Algebra werden nach Eingabe der gewiinschten Dimension n zwei Arrays der
Léange n fiir die Graduierung dieser Algebra initialisiert, das erste (0,2,...,2n)
fiir die Indizes der Graduierungsunterriume, und das zweite (1,...,1) fiir de-
ren Dimensionen. Ein Array von Strings wird mit den Bezeichnern der Basis
1,a,...,2" ! initialisiert. Die Multiplikationstabelle wird in der dreidimensiona-
len Matrix mult gespeichert. Mit diesen Parametern wird dann ein Objekt H der
Klasse canonicalAlgebra<primrat> definiert. Dann werden die Elemente ¢ und
f der Algebra H deklariert, wobei £ durch den Vektor (1,1,0,...,0) initialisiert
wird, was dem Polynom 1+ x entspricht. Durch Aufmultiplizieren wird nun c¢ auf
(142)™ gesetzt, was der Chern—Klasse des komplex—projektiven Raums entspricht
(siehe [Tu82, §21, p. 280f]). AnschlieBend werden die additive Chern-Sequenz und
die multiplikative Todd—-Sequenz initialisiert und auf ¢ angewandt, d.h. es wer-
den der Chern—Charakter und die totale Todd—Klasse des komplex—projektiven
Raums berechnet.

// Beispielprogramm #1
// Rechnen in der graduierten Algebra R[x]/(x"n)
// = Kohomologie des (n-1)-dim. komplex projektiven Raums

#include "primrat.h"
#include "canonicalalgebra.t"
#include "algebraelm.t"
#include "msequ.t"

#include "asequ.t"

int main()

{
nat 1i,j,k,n;
cout << "Einige Berechnungen in der graduierten ";
cout << "kanonischen Algebra R[x]/(x"n) mit Dx=2\n";
cout << '"'n = ";
cin >> n;
array<int> ind(n);
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array<nat> dim(n);
String* basis = new String[n];
for (i=0; i<n; i++) {
ind[i]=2%1;
dim[i]=1;
if (i==0) basis[i]="1";
else if (i==1) basis[i]="x";
else basis[i]="x""+str(i);
}
primrat*** mult = new primrat#**[n];
for (i=0; i<n; i++) {
mult[i] = new primrat*[n];
for (j=0; j<n; j++) {
mult[i] [j] = new primrat[n];
for (k=0; k<n; k++)
if (k==i+j) mult[i] [j][k]=1;
else mult[i] [j][k]1=0;
} // for j
} // for i
canonicalAlgebra<primrat> H(ind,dim,n,mult,basis);
delete [] basis;
for (i=0; i<n; i++) {
for (j=0; j<m; j++)
delete [] mult[i][j];
delete [] mult[il;
}
delete [] mult;
cout << "Die Algebra H ist:\n";
cout << H << "\n";
primrat v[n];

v[I0]l=v[1]=1;
for (i=2; i<n; i++)
v[i]l=0;
algebraElm<primrat> c(H), f(H,v);
c=f;
for (i=1; i<n; i++)
cx=f;
cout << "Die Chern-Klasse ist ¢ = " << ¢ <<"\n";

asequ<primrat> Ch;
msequ<primrat> T;
Ch.chern(n);
T.Td(n);

cout << "Der Chern-Charakter ist ch(c) = " << Ch[c] << "\n";

7
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cout << "Die Todd-Klasse ist Td(c) = " << T[c] << "\n";
return O;

3

Will man dieses Programm compilieren, so benétigt man geméfl Tabelle 1.2.2 die
Objektdateien primrat.o, hilf.o, vectorspace.o, gradedVS.o und index.o,
die evtl. zunéchst vorcompiliert werden miissen, und die ASCII- bzw. Template—
Dateien array.t, monom.t, monomlist.t, polynom.t, algebraelm.t, exterior-
algebra.t und primzahlen. Im gleichen Verzeichnis wie diese und das Haupt-
programm (das in der Datei beispiell.cc enthalten sei) miissen neben den
Header—Dateien der obigen Objektdateien die Basisklassen der benutzten Klassen
enthalten sein, also gem&fl Abbildungen 1.2.1 und 1.2.1 die Dateien algebra.t,
gradedalgebra.t, assalgebra.t, gradedcommalgebra.t, canonicalalgebra.t
und VSelm.t. Der Befehl zum Compilieren des Programms lautet mit dem GNU
C++-Compiler z.B. folgendermaflen:

g++ -1m primrat.o hilf.o vectorspace.o gradedVS.o index.o
beispiell.cc -o beispiell.xx

Die Option -1m ermdglicht die Verwendung der Mathematik-Library, die z.B. in
der Klasse primrat benétigt wird. Dieser Befehl erzeugt als ausfithrbare Datei
beispiell.xx.

Im n#chsten Beispielprogramm geht es um die Darstellung der Cliffordmul-
tiplikation in C/¢, durch das Dachprodukt und die Kontraktion aus Propositi-
on 1.14. Nach Eingabe des entsprechenden n werden die duflere Algebra des R"
und die Cliffordalgebra C/¢, initialisiert. Dann werden ein Vektor v der dufle-
ren Algebra, d.h. ein Element aus A'R"™, und ein beliebiges Element alpha der
dufleren Algebra eingegeben. Diese Elemente entsprechen geméfi Proposition 1.8
Elementen aus der Cliffordalgebra, die nun als v1 und alphal initialisiert werden,
wobei man beachten muf}, daf die entsprechenden Basisvektoren in der Clifford-
algebra in anderer Reihenfolge als in der dufleren Algebra angeordnet sind (vgl.
Abschnitt 1.6). SchlieBlich werden das Cliffordprodukt von v1 und alphal und die
Differenz des Dachprodukts und der Kontraktion von v und alpha ausgegeben,
die nach Proposition 1.14 iibereinstimmen.

// Beispielprogramm #2
// Darstellung der Cliffordmultiplikation durch das
// Dachprodukt und die Kontraktion

#include "algebraelm.t"
#include "cliffordalgebra.t"

int main()

{
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int ok;

nat n,i,jo0,j1,dim;

cout << "Darstellung der Cliffordmultiplikation ";

cout << "in C1(n,0) durch Dachprodukt und Kontraktion\n";
cout << "n = ";

cin >>

n;

exteriorAlgebra<primrat> G(n);
cliffordAlgebra<primrat> Cl(n,0);
algebraElm<primrat> v(G), alpha(G);

do {
do {

ok=

1;

cout << "Bitte Vektor v eingeben (0=Ende):\n";
cin >> v;
if (v.projection(1) != v) {

cout << "Kein Vektor!\n";

0k=0;

3

} while (lok);
cout << "v = " << v << "\n";
dim=G.getDim() ;
primrat* temp = new primrat[dim];
for (i=0; i<dim; i++)
temp[i]=0;
for (i=1; i<n+1l; i++)
temp[i+dim/2-1]1=v[i];
algebraElm<primrat> v1(Cl,temp);
cout << "vi1 = " << vl << "\n";
cout << "Bitte Element alpha der aeusseren Algebra eingeben:\n";
cin >> alpha;
cout << "alpha = " << alpha << "\n";

j0=0;

for (i=0; i<dim; i++)
if (G.Z2degree(i)) temp[dim/2+i-jO]=alphali];
else temp[jO++]=alphalil;

algebraElm<primrat> alphal(Cl,temp) ;

cout
cout
cout
cout
cout
cout

<<
<<
<<
<<
<<
<<

"alphal = " << alphal << "\n";

"Das Cliffordprodukt ist (" << vl << ")*(" << alphail;

") = " << vixalphal << "\n";

"In der aeusseren Algebra ist (" << v << ")7(" << alpha;

Il) - (Il << v << II)L(II << alpha << ll) = Il;
v*alpha - G.contraction(v,alpha) << "\n";

} while (!v.isZero());
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return O;

3

Im letzten Beispiel werden die universellen Eigenschaften der additiven und
multiplikativen Sequenzen in der Algebra Q[z]/(2") untersucht. Zunéchst wird
wie im ersten Beispiel diese kanonische graduierte Algebra und die zwei Elemente
a=b=1+xz+2>+---+ 2" ! initialisiert. Dann werden die multiplikativen
Sequenzen (T'dy), (Ax) und (Ly) und die additive Chern—Sequenz (chy) initia-
lisiert. Schliellich werden die Terme berechnet und ausgegeben, die nach der
entsprechenden universellen Eigenschaft identisch sein sollen.

// Beispielprogramm #3
// Untersuchung der universellen Eigenschaften der additiven
// und multiplikativen Sequenzen in der graduierten Algebra Q[x]/(x"n)

#include "asequ.t"
#include "msequ.t"
#include "algebraelm.t"

int main()
{

nat i,j,k,n;
cout << "Untersuchung der universellen Eigenschaften von";
cout << " a- bzw. m-Sequenzen in der";
cout << "kanonischen Algebra Q[x]/(x"n) mit Dx=2\n";
cout << "n = ";
cin >> n;
array<int> ind(n);
array<nat> dim(n);
String* basis = new String[n];
for (i=0; i<n; i++) {

ind[1]=2%1;

dim[i]=1;

if (i==0) basis[i]="1";

else if (i==1) basis[i]="x";

else basis[i]="x""+str(i);
}
primrat*** mult = new primrat#**[n];
for (i=0; i<n; i++) {

mult[i] = new primrat*[n];

for (j=0; j<n; j++) {

mult[i] [j] = new primrat[n];
for (k=0; k<n; k++)
if (k==i+j) mult[i][j][k]=1;
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else mult[i][j][k]1=0;

Y // for j
} // for i
canonicalAlgebra<primrat> H(ind,dim,n,mult,basis);
delete [] basis;
for (i=0; i<n; i++) {

for (j=0; j<m; j++)

delete [] mult[i][j];

delete [] mult[il;
+
delete [] mult;
primrat v[n];
for (i=0; i<n; i++)

v[il=1;
algebraElm<primrat> a(H,v),b(H,v);
cout << "Die Algebra H ist:\n";
cout << H << "\n";
msequ<primrat> T,A,L;
asequ<primrat> C;

T.Td(n);

A.A(n);

L.L(n);

C.chern(n) ;

cout << "Td(ab) = " << T[axb] << "\n";

cout << "Td(a)Td(b) = " << T[al*T[b] << "\n";
cout << "A(ab) = " << A[a*b] << "\n";

cout << "A(a)A(b) = " << A[al*A[b] << "\n";
cout << "L(ab) = " << L[a*b] << "\n";

cout << "L(a)L(b) = " << L[a]l*L[b] << "\n";
cout << "ch(ab) = " << C[axb] << "\n";

cout << '"ch(a)+ch(b) = " << Clal+C[b] << "\n";

return O;
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Kapitel 2

Beschreibung aller Klassen

In diesem Kapitel werden alle Klassen der Algebra—Bibliothek beschrieben. Hier-
bei werden bei einer abgeleiteten Klasse nur mehr diejenigen Methoden auf-
gefiihrt, die in dieser Klasse neu definiert (d.h. neu deklariert oder iiberschrieben)
werden, die Elemente und Methoden der Basisklasse werden vererbt. Alle Klassen
verfiigen {iber einen Kopierkonstruktor, Zuweisungsoperator und die Vergleichs-
operatoren == und !=. Diese Methoden werden nicht extra aufgefiihrt.

Die Ein— bzw. Ausgabe mit den Operatoren >> und << kann prinzipiell von/in
jedem/s Objekt der Klassen istream bzw. ostream erfolgen, also auch von/in
Dateien. Da aber die intern gespeicherten Daten in aufbereiteter Form ein— bzw.
ausgelesen werden, sind diese beiden Operatoren oft nicht kompatibel, d.h. man
kann eine Datei, die mit dem Operator << beschrieben wurde, nicht mit dem Ope-
rator >> korrekt lesen. Deshalb wurden fiir die Ein— und Ausgabe von/in Dateien
spezielle Methoden read() und save() bzw. in() und out () geschrieben.

Die Verwendung der Methoden wird in dieser Dokumentation jeweils an Hand
des Aufrufs dargestellt, was die Sache klarer macht als der abstrakte Proto-
typ. Bei Klassenbezeichnungen mit einem Bezeichner in spitzen Klammern, z.B.
algebra<field>, handelt es sich um Klassen—Templates, deren Verwendung am
Beispiel float gezeigt wird. Welche Voraussetzungen eine Klasse erfiillen mufl,
die man anstelle von float einsetzt, steht in Abschnitt 1.1.

In der Bibliothek wird ein Datentyp nat als unsigned long fiir natiirliche
Zahlen definiert, der in allen Methoden mit nichtnegativen Argumenten benutzt
wird.

2.1 Die (Ko-)Algebra—Klassen

2.1.1 Die Klasse vectorSpace

Ein Vektorraum ist lediglich bestimmt durch seine Dimension, die Klasse enthélt
also ein Element nat dim. Zusétzlich enthilt die Klasse ein Array von Strings
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array<String> basis, das die Bezeichner einer Basis enthélt. Bei allen Metho-
den, die den i—ten Basisvektor betreffen, beginnt die Numerierung mit Null. Der
Korper mufl bei der Klasse vectorSpace nicht spezifiziert werden, er ist nur fiir
Elemente des Vektorraums notwendig. Im folgenden seien die Deklarationen

nat i;

int j;

String* b = new Stringl[4];

b[0]="v1"; b[1]="v2; b[2]="v3"; b[3]="v4";
String s;

vorausgesetzt.

vectorSpace V, W(5);
Deklariert V als nulldimensionalen und W als fiinfdimensionalen Vektorraum.
Die Basis von W wird defaultméflig auf ”e0” bis ”e4” gesetzt.

vectorSpace X(4,b);
Deklariert X als vierdimensionalen Vektorraum mit der Basis "v1”, "v2”,
"v3” und "v4”. In den Konstruktoren aller abgeleiteten Klassen ist das
Basisbezeichner—Array optional.

i=X.getDim();
Gibt die Dimension des Vektorraums X zuriick.

s=X.getBasis(i);
Gibt die Bezeichnung des i—ten Basisvektors zuriick.

cin >> V;
Liest den Vektorraum V ein. Es wird zunichst nach der Dimension gefragt,
und dann nach den Bezeichnern der Basis.

cout << V;
Gibt den Vektorraum V aus. Es wird zunéchst die Dimension ausgegeben,
dann die Bezeichner der Basis.

V.save ("vektorraum.dat”);
Speichert den Vektorraum V in der Datei ”vektorraum.dat”.

V.read("vektorraum.dat”) ;
Liest den Vektorraum V aus der Datei ”vektorraum.dat”.

Die folgenden Methoden beziehen sich auf graduierte Vektorrdume. Bei einem
Objekt der Klasse vectorSpace wird immer die Graduierung vom Grad 0 zu-
grundegelegt.
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i=X.getNumber () ;
Gibt die Anzahl der Unterrdume der Graduierung von X zuriick. Hier immer:
i=1.

j=X.getMin();
Gibt den kleinsten Index der Unterrdume von X zuriick. Hier immer: j=0.

j=X.getMax () ;
Gibt den grofiten Index der Unterrdume von X zuriick. Hier immer: j=0.

j=X.getInd(i);
Gibt den Index des i—ten Unterraums von X zuriick. Hier immer: j=0, falls
1==0.

j=X.degree(i);
Gibt den Grad des i—ten Basisvektors von X zuriick. Hier immer: j=0, falls
i<X.dim.

j=X.Z2degree (i) ;
Gibt den Grad des i—ten Basisvektors von X modulo 2 zuriick. Hier immer:
j=0, falls i<X.dim.

i=X[j]1;
Gibt die Dimension von X; zuriick. Hier immer: i=X.dim, falls j==0. Sonst
ist i=0.

j=X.eulerChar();
Gibt die Euler-Charakteristik von X zuriick. Hier immer: j=X.dim.

2.1.2 Die Klasse gradedVs

Ein Z-graduierter Vektorraum ist bestimmt durch ein Array von ganzen Zahlen,
die die Indizes der nichttrivialen Unterrdume in der Graduierung angeben, und
einem Array von natiirlichen Zahlen, die deren Dimensionen angeben. Dement-
sprechend hat die Klasse gradedVS die Elemente array<int> ind fiir die Indizes
und array<nat> URdim fiir die Unterraum-Dimensionen. Die Basis wird stets
in der Ordnung nach Grad angegeben (vgl. Abschnitt 1.6. Im folgenden seien
zusitzlich zu denen im letzten Abschnitt folgende Variablen deklariert:

array<int> index(3);

index[0]=0; index[1]=1; index[2]=2;
array<nat> dim(3);

dim[0]=1; dim[1]=2; dim[2]=1;

nat n=4;

b[0]="1; b[1]l="v1i"; b[2]="v2"; b[3]="vi"v2";
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Dies sind die Paramter fiir die Vektorraumstruktur der duflere Algebra eines
zweidimensionalen Vektorraums.

gradedVS V;
Deklariert V als nulldimensionalen Vektorraum mit leeren V.ind— und V.
URdim-Arrays.

gradedVS W(index,dim,n), X(index,dim,n,b);
Deklariert W als n—dimensionalen graduierten Vektorraum mit dem W.ind—
Array index und dem W.URdim—Array dim, d.h. W = W, & W; & W, mit
dim(Wy) = dim(Wy) = 1 und dim(W;) = 2. Die Basis von W ist "e0”
bis 7e3”. Fiir eine korrekte Initialisierung, miissen die Arrays index und
dim gleiche Dimensionen haben, index muf} aufsteigend geordnet sein und
die Summe der Werte in dim muf} gleich n sein. X wird mit der gleichen
Graduierung initialisiert, die Basis ist jedoch 71”7, 7v1”, ”v2” und "v1 v2”.

>

i=X.getNumber () ;

Gibt die Anzahl der Unterrdume der Graduierung von X zuriick. Hier: i=3.

j=X.getMin();
Gibt den kleinsten Index der Unterrdume von X zuriick. Hier: j=0.

j=X.getMax () ;
Gibt den grofiten Index der Unterrdume von X zuriick. Hier: j=2.

j=X.getInd(i);
Gibt den Index des i—ten Unterraums von X zuriick. Hier: j=i, falls 0<=i<=2.

j=X.degree(i);
Gibt den Grad des i—ten Basisvektors von X zuriick. Hier: j=0, falls i==0,
j=1, falls i==1 oder i==2, j=2, falls i==3.

j=X.Z2degree(i);
Gibt den Grad des i—ten Basisvektors von X modulo 2 zuriick. Hier: j=0,
falls i==0 oder i==3, j=1, falls i==1 oder i==2.

i=X[j];
Gibt die Dimension von X; zuriick. Hier: i=1, falls j==0 oder j==2, i=2,
falls j==1.

j=X.eulerChar() ;
Gibt die Euler-Charakteristik von X zuriick. Hier: j=0.
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cin >> V;
Liest den graduierten Vektorraum V ein. Zunéchst wird die Graduierung
eingegeben, d.h. es wird zunéchst nach der Anzahl der Unterrdume gefragt,
dann der Reihe nach nach dem Index und der Dimension des entsprechenden
Unterraums.

cout << V;
Gibt den graduierten Vektorraum V aus. Zunichst werden Dimension und
Basis ausgegeben, dann die Graduierung z.B. in der Form VO(1) + V1(2)
+ V2(1), was Vo @ V1 @ V5 mit dim(Vp) = dim(V3) = 1 und dim(V;) = 2
entspricht.

V.save("graduierterVR.dat”) ;
Speichert den graduierten Vektorraum Vin der Datei ”"graduierterVR.dat”.

V.read("graduierterVR.dat”) ;
Liest den graduierten Vektorraum V aus der Datei "graduierterVR.dat”.

2.1.3 Die Klasse Z2gradedVs

Ein Z,—graduierter Vektorraum V ist bestimmt durch die Dimension von 1§ und
die von V4, also gibt es in der Klasse Z2gradedVS zwei Elemente nat VOdim und
nat Vidim. Die Basis wird stets in der Reihenfolge angegeben, dafi die ersten
V0dim Basisvektoren in Vy und die nichsten Vidim in Vj liegen. Im folgenden
seien zusidtzlich zu den Deklarationen im letzten Abschnitt die zwei Variablen
nat dim0=2, dim1=2; definiert und das Basisarray umgeordnet:

b[0]="1"; b[1]="v1"v2"; b[2]="v1i"; b[3]="v2";

Z2gradedVS V;
Deklariert V als nulldimensionalen Vektorraum mit V.V0dim=V.V1dim=0.

Z2gradedVS W(dim0,diml,b), UX);

Initialisiert W als vierdimensionalen Z,—graduierten Vektorraum mit W.V0dim
=dim0 und W.Vidim=dimi, d.h. W = W, & W, mit dim(W,) = dim(W;) =
2. Dies entspreicht wieder der dufleren Algebra eines zweidimensionalen
Vektorraums mit der Basis 1,v; A vy, v1,v9. U wird mit der durch die Z—
Graduierung von X induzierten Zy—Graduierung initialisiert (X wie im letz-
ten Abschnitt). Hierbei wird das basis—Array entsprechend den Konven-
tionen umsortiert.

i=W.getNumber () ;
Gibt die Anzahl der Unterrdume der Graduierung von W zuriick. Hier immer:
i=2.
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j=W.getMin();
Gibt den kleinsten Index der Unterrdume von W zuriick. Hier immer: j=0.

j=W.getMax () ;
Gibt den groften Index der Unterrdume von W zuriick. Hier immer: j=1.

j=W.getInd(i);
Gibt den Index des i-ten Unterraums von W zuriick. Hier immer: j=i, falls
0<=1i<=1.

j=W.degree(i);
Gibt den Grad des i—ten Basisvektors von W zuriick. Hier: j=0, falls 0<=i<=1,
j=1, falls 2<=i<=3.

j=W.Z2degree(i);
Identisch mit W.degree(i).

i=W[jl;
Gibt die Dimension von W; zuriick. Hier: i=2, falls j==0 oder j==1.

j=W.eulerChar();
Gibt die Euler-Charakteristik von W zuriick. Hier: j=0.

cin >> V;
Liest den Zsy—graduierten Vektorraum V ein. Zunichst wird nach der Di-
mension von V, gefragt, dann nach der von Vi, und schliefllich nach den
Basisbezeichnern.

cout << V;
Gibt den Z,—graduierten Vektorraum V aus. Es werden der Reihe nach die
Dimension, die Graduierung in der Form wie bei gradedVS und die Basis
ausgegeben.

V.save("Z2graduierterVR.dat”) ;
Speichert den Z,—graduierten Vektorraum V in der Datei ”"Z2graduierter-
VR.dat”.

V.read(”Z2graduierterVR.dat”) ;
Liest den Zy—graduierten Vektorraum V aus der Datei "Z2graduierter-
VR.dat”.

2.1.4 Die Klassen—Templates algebra<field> und
assAlgebra<field>

Eine Algebra ist bestimmt durch ihre Strukturkonstanten s (vgl. Abschnitt 1.6).
Diese dreidimensionale Matrix wird in vier Arrays abgespeichert. Das erste, ar-
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ray<field> multCoeff, enthilt alle nichtverschwindenden Werte der Struktur-
konstanten. Die anderen drei sind fiir die Verwaltung der Daten zustindig. Die
beiden Arrays array<nat> multIndex3 und array<nat> multIndex2 enthalten
an der i—ten Stelle den dritten bzw. zweiten Index des i—ten Eintrags in dem
Koeffizientenarray. Das letzte Array, array<nat> multNewIndex1, enthilt die
Positionen des Koeffizientenarrays, ab denen sich der erste Index um eins erhoht.

Die Klasse assAlgebra<field> unterscheidet sich von algebra<field> ledig-
lich durch die Priifung der Assoziativitit der Multiplikation in jedem Konstruk-
tor. Ist sie verletzt, wird das Programm mit einer Fehlermeldung abgebrochen
(sieche Abschnitt 1.1). Beispielhaft sollen die komplexen Zahlen als zweidimensio-
nale Algebra initialisiert werden. Dazu seien definiert:

nat 1i,j,k;
float c;
float*** m = new float**x[2];
for (i=0; i<2; i++) {
m[i] = new float*[2];
for (j=0; j<2; j++) {
m[i] [j1 = new float[2];
for (k=0; k<2; k++)
m[i] [j] [k]1=0;
}
+
m[0] [0] [01=m[0] [1][1]1=m[1]1[0][1]=1; m[1][1]1[0]=-1;
String* b = new String[2];
b[0]="1" ; b[1]="i" ;

algebra<float> A;
Deklariert A als nulldimensionale Algebra.

algebra<float> C(n,m,b);
Initialisiert C als n—dimensionale Algebra mit den Strukturkonstanten
m[i] [j][k] und den Basisbezeichnern b[i], d.h. hier als Kérper der kom-
plexen Zahlen.

c=C.getMult(i,j,k);
Gibt den Wert der Strukturkonstanten s, von C zuriick (Achtung: Nume-
rierung beginnt mit Null).

A.Mat(3);
Initialisiert A als Algebra K3*3 der 3 x 3-Matrizen mit der Basis Ej = Ay,.

A=xB;
Gibt die zu der Koalgebra B duale Algebra zuriick (vgl. Abschnitt 2.1.9).
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Analog ist der *-Operator definiert fiir die Klasse gradedAlgebra
<field> und kann auch fiir alle abgeleiteten Klassen beniitzt werden.

assAlgebra<float> D(C);
Initialisiert eine assoziative Algebra D durch C. Ist die Assoziativitit in C
verletzt, bricht das Programm mit einer Fehlermeldung ab.

Fiir einen Basiswechsel sei folgendes definiert:

float** s = new floatx[2];
for (i=0; i<2; i++)

s[i] = new float[2];
s[0] [0]=s[1][0]=1;
s[0][1]=-1; s[1][1]=2;
array<String> basis(2);
basis[0]="el"; basis[1]="e2";

Dies entspricht dem Basiswechsel zu e; =1+ 14, e = —1 + 2i.

C.newBasis(s,basis);
Transformiert die Strukturkonstanten geméfl dem durch die Matrix s[i] [j]
definierten Basiswechsel (vgl. Abschnitt 1.6). Die Basis wird auf die neuen
Bezeichner basis gesetzt. Ist die {ibergebene Matrix nicht regulér, so bricht
das Programm mit einer Fehlermeldung ab.

cin >> A;

Liest die Algebra A ein. Es wird zunéchst nach der Dimension gefragt, dann
nach den Basisbezeichnern und schliellich nach der Multiplikation. Hierbei
werden alle Produkte von Basisvektoren durchgegangen, wobei eine Line-
arkombination von Basisvektoren immer in der Form Koeffizient + Nr. des
Basisvektors eingegeben wird. Es ist zu beachten, dafy die Basisvektoren in
aufsteigender Reihenfolge eingegeben werden. Bei der Eingabe eines Ob-
jekts der Klasse assAlgebra wird natiirlich die Assoziativitdt iiberpriift,
und ggf. mufl die Multiplikation neu eingegeben werden.

cout << A;
Gibt die Algebra A aus. Es werden der Reihe nach die Dimension, die Ba-
sisbezeichner und alle nichtverschwindenden Produkte von Basisvektoren
ausgegeben.

A.save("algebra.dat”);
Speichert die Algebra A in der Datei "algebra.dat”.

A.read("algebra.dat”);
Liest die Algebra A aus der Datei "algebra.dat”.
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2.1.5 Die Klassen—Templates gradedAlgebra<field>,
Z2gradedAlgebra<field>, gradedCommAlgebra<field>,
canonicalAlgebra<field>, gradedLieAlgebra<field>

Diese Klassen unterscheiden sich von den Klassen gradedVS bzw. algebra
<field> nur durch Priifung der entsprechenden Bedingungen, d.h. der Graduie-
rungsbedingung in gradedAlgebra<field> und Z2gradedAlgebra, der Assozia-
tivitdt und graduierten Kommutativitit in gradedCommAlgebra<field>, der Be-
dingungen fiir eine kanonische graduierte Algebra in canonicalAlgebra<field>
und der verallgemeinerten Jacobi-Identitdt und Antisymmetrie in gradedLieAl-
gebra<field>. Beispielhaft soll hier nur gradedAlgebra<field> behandelt wer-
den. Im folgenden soll die duflere Algebra eines zweidimensionalen Vektorraums
als graduierte Algebra initialisiert werden. Dazu sei zusétzlich zu den Variablen
aus Abschnitt 2.1.2 die Multiplikationstabelle folgendermafien definiert:

float*** m = new float**[4];
for (i=0; i<4; i++) {

m[i] = new float*[4];

for (j=0; j<4; j++) {

m[i][j] = new float[4];
for (k=0; k<4; k++)
m[il [j] [k1=0;

}
}
m[0] [0] [0]=m[0] [1] [1]=m[0] [2] [2]=m[0] [3] [3]1=1;
m[1] [0] [1]=m[2] [0] [2]=m[3] [0] [3]=m[1] [2] [3]=1;
m[2] [1] [3]=-1;

gradedAlgebra<float> A(index,dim,n,m,b);
Initialisiert A als n—dimensionale graduierte Algebra mit dem ind—Array
index, dem URdim-Array dim, der Multiplikationstabelle m und den Basis-
bezeichnungen b, d.h. als duflere Algebra eines zweidimensionalen Vektor-
raums mit der Basis {vy, va}.

algebra<float> B(n,m,b); gradedAlgebra<float> C(index,dim,B);
Initialisiert C ebenfalls als duflere Algebra eines zweidimensionalen Vektor-
raums. Auf diese Weise kann man einer Algebra eine Graduierung geben,
falls deren Multiplikation die entsprechende Graduierungsbedingung erfiillt.
Falls nicht, bricht das Programm mit einer Fehlermeldung ab.

Sei nun folgende Basiswechselmatrix definiert:

float** s = new float*[4];
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for (i=0; i<4; i++) {
s[i] = new float[4];
for (j=0; j<4; j++)

s[i][j]1=0;

+

s[01[0]1=2; s[11[1]1=1; s[2][1]=-1;

s[1]1[2]=1; s[2][2]=2.1;

s[3]1[3]=-1;

array<String> basis(4);

for (i=0; i<4; i++)
basis[i]l="e"+str(i+1);

Diese Matrix entspricht dem Wechsel zu der neuen Basis e; = 2,69 = v1 —v9, €3 =
v1 +2.1vy, 64 = —v1 Avy. Die Funktion String str(int) ist in der Datei hilf.h
deklariert und wandelt einen Integer in einen String um.

A.newBasis(s,basis);
Stellt die Strukturkonstanten in der neuen Basis dar. Hierbei wird gepriift,
ob die Matrix s[i] [j] die Graduierung invariant 148t (vgl. Abschnitt 1.6).
Wenn nicht, bricht das Programm mit einer Fehlermeldung ab.

cin >> A;
Liest die graduierte Algebra A ein. Es werden zunéchst die Graduierung und
die Basisbezeichner wie in der Klasse gradedVs und dann die Multiplikation
wie in der Klasse algebra<field> eingegeben. Ist A ein Objekt der Klas-
se gradedCommAlgebra<field> oder gradedLieAlgebra<field>, werden
nur die Produkte der Form e;e; mit 7+ < j eingegeben. Die entsprechenden
Bedingungen werden natiirlich ebenfalls iiberpriift.

cout << A;
Gibt die graduierte Algebra A aus, und zwar die Graduierung wie in der
Klasse gradedVs und die Multiplikation wie in der Klasse algebra<field>.

A.save("graduierteAlgebra.dat”) ;
Speichert die graduierte Algebra A in der Datei "graduierteAlgebra.dat”.

A.read("graduierteAlgebra.dat”) ;
Liest die graduierte Algebra A aus der Datei "graduierteAlgebra.dat”.
Ist A z.B. Objekt der Klasse gradedCommAlgebra<field>, so bricht das
Programm mit einer Fehlermeldung ab, falls in der Eingabedatei keine as-
soziative und kommutative Multiplikation gespeichert ist.
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2.1.6 Der Klassen—Template exteriorAlgebra<field>

Die duflere Algebra eines endlichdimensionalen Vektorraumes ist nur durch die
Dimension des Vektorraumes bestimmt, die Klasse exteriorAlgebra<field>
enthilt also ein Element nat VRdim, das diese angibt.

exteriorAlgebra<float> A(2);
Initialisiert A als duflere Algebra eines zweidimensionalen Vektorraumes.
Die Basisbezeichner werden standardméflig auf ”1” und ”v1” bis "v1 v2”
gesetzt.

cin >> A;
Liest die duflere Algebra A ein. Es wird lediglich nach der Dimension des
zugrundeliegenden Vektorraums gefragt, die Initialisierung geschieht durch
obigen Konstruktor.

cout << A;
Gibt die duflere Algebra A analog der Klasse gradedAlgebra<field> aus.

A.save("aeussereAlgebra.dat”) ;
Speichert die duflere Algebra A in der Datei ”aeussereAlgebra.dat”.

A.read("aeussereAlgebra.dat”);
Liest die duflere Algebra A aus der Datei ”aeussereAlgebra.dat”.
Achtung: Ist in der Eingabedatei keine duflere Algebra enthalten, so wird
sie trotzdem anstandslos eingelesen!

Fiir die Kontraktion seien nun zusitzlich die Definitionen

float* fpl = new float[4], *fp2 = new float[4];
£p1[0]=£p1[2]=£p1[3]=0;

fpi[1]=1;

fp2[0]=fp2[1]1=fp2[2]=0;

fp2[3]=1;

algebraElm<float> a(A,fpl), b(A,fp2), c(A);

vorausgesetzt. So werden die Elemente a = v; und b = vy Av,y der &ufleren Algebra
initialisiert (siche Abschnitt 2.2).

c=A.contraction(a,b);
Gibt die Kontraktion der Elemente a und b zuriick. Hier: c=v2, da {vy, v}
als Orthonormalbasis vorausgesetzt wird. Sind die Elemente a und b nicht
Elemente von A, so bricht das Programm mit einer Fehlermeldung ab.
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2.1.7 Der Klassen—Template cliffordAlgebra<field>

Die Cliffordalgebra C/, s ist durch die Indizes r und s der zugrundeliegenden
quadratischen Form bestimmt, die Klasse cliffordAlgebra<field> enthilt also
die Elemente nat r und nat s.

cliffordAlgebra<float> C1(2,3);
Initialisiert C1 als Clifford-Algebra Cls 3. Die Basisbezeichner werden stan-
dardméBig auf 71”7 und 7el” bis "el*e2*e3*ed*e5” gesetzt.

cin >> Cl;
Liest die Cliffordalgebra C1 ein. Es wird lediglich nach den Indizes r und s
gefragt, die Initialisierung geschieht iiber obigen Konstruktor.

cout << Cl;
Gibt die Cliffordalgebra C1 analog der Klasse Z2gradedAlgebra<field>
aus.

Cl.save("clifford.dat”);
Speichert die Cliffordalgebra C1 in der Datei "clifford.dat”.

Cl.read("clifford.dat”);
Liest die Cliffordalgebra C1 aus der Datei "clifford.dat”.
Achtung: Wie bei der dufleren Algebra werden die Relationen der Cliffor-
dalgebra hier nicht gepriift!

2.1.8 Der Klassen—Template lieAlgebra<field>

Eine Lie-Algebra wird aufgefafit als graduierte Lie—Algebra mit der Graduierung
vom Grad 0, dementsprechend werden in den Konstruktoren die Graduierungs—
Elemente ind={0} und URdim={dim} gesetzt. Zusitzlich zu den iiblichen Kon-
struktoren gibt es einen Konstruktor, der ein Objekt der Klasse 1ieAlgebra<fi-
eld> durch Angabe der Klassifizierung A, B, C, D, E oder F und den Rang als
einfache komplexe Lie-Algebra bzw. einer reellen Form davon initialisiert (vgl.
Abschnitt 2.3). Der Befehl 1ieAlgebra<Complex> L(’A’,5); initialisiert z.B. L
als komplexe einfache Lie—Algebra der Klasse As.

2.1.9 Die Klassen—Templates coalgebra<field>,
assCoalgebra<field>, gradedCoalgebra<field>,
gradedCommCoalgebra<field>

Eine Koalgebra ist bestimmt durch ihre Strukturkonstanten d;;x (s. Abschnitt 1.6).

Diese dreidimensionale Matrix ist wie die Multiplikation der Algebra—Klassen in

den vier Arrays array<field> ComultCoeff, array<nat> ComultIndex3, ar-
ray<nat> ComultIndex2 und array<nat> ComultNewIndex1 abgespeichert. Die
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Konstruktoren der Koalgebra—Klassen und die Methoden newBasis (), read()
und save () sind ebenfalls ganz analog zu denen der Algebra—Klassen definiert.
Es ist lediglich den Konstruktoren statt der Multiplikation die Komultiplikation
als Paramter zu iibergeben. Die Bemerkungen iiber Priifung der verschiedenen
Bedingungen wie Assoziativitdt, Kommutativitdt und Graduierungsbedingung
gelten auch ganz analog. Im folgenden seien die Definitionen von Abschnitt 2.1.5
vorausgesetzt.

coalgebra<float> A; A=x*B;
Deklariert A als Koalgebra und weist A die zu der Algebra B duale Koalgebra
zu (vgl. Abschnitt 2.1.4). Analog ist der *~Operator definiert fiir die Klas-
se gradedCoalgebra<field> und kann auch fiir alle abgeleiteten Klassen
beniitzt werden.

float c=A.getComult(i,j,k);
Gibt den Wert der Strukturkonstanten d;j; von A zuriick (Achtung: Nume-
rierung beginnt mit Null).

cin >> A;

Liest die Koalgebra A ein. Es werden zunéchst die Dimension und Basisbe-
zeichner eingegeben, und dann die Komultiplikation, indem die Bilder der
Komultiplikation aller Basisvektoren als Linearkombination von Tensorpro-
dukten der Basisvektoren eingegeben werden. Hierbei ist darauf zu achten,
daBl die Tensorprodukte in lexikographisch aufsteigender Reihenfolge ein-
zugeben sind. Ist A ein Objekt der Klasse gradedCoalgebra<field>, wird
zunichst die Graduierung wie in der Klasse gradedVs eingegeben.

cout << A;
Gibt die Koalgebra A aus. Es werden in dieser Reihenfolge Dimension, Basis-
bezeichner und die nichtverschwindenden Bilder der Komultiplikation aller
Basisvektoren ausgegeben.

2.1.10 Der Klassen—Template hopfAlgebra<field>

Eine Hopf-Algebra hat zusétzlich zu den Strukturen der graduierten Algebra und
der graduierten Koalgebra eine Eins und eine Koeins, hopfAlgebra<field> hat
also zwei Elemente array<field> unit und array<field> counit. Hier soll
die duflere Algebra eines zweidimensionalen Vektorraums zuséitzlich mit einer
Koalgebra—Struktur versehen werden. Dazu wird zusétzlich zu den Variablen aus
Abschnitt 2.1.5 die Komultiplikation definiert:

float c;
float*** com = new floatx*[4];
for (i=0; i<4; i++) {

com[i] = new float*[4];
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for (j=0; j<4; j++) {
com[i] [j] = new float[4];
for (k=0; k<4; k++)
com[i] [j][k]1=0;

+
+
com[0] [0] [0]=com[1] [0] [1]=com[1] [1][0]=com[2] [0] [2]=1;
com[2] [2] [0]=com[3] [0] [3]=com[3] [1][2]=com[3] [3][0]=1;
com[3][2] [1]=-1;
array<float> u(4),cu(4);
ul0]=cul0]=1;
ul1]=ul2]=u[3]=0;
culll=cul[2]=cul[3]=0;
gradedAlgebra<float> A(index,dim,n,m,b);
gradedCoalgebra<float> B(index,dim,n,com,b);

Dies entspricht der durch 6(1) = 1® 1, d(v) = 1®@v+v®1, 6(v Aw) =
I@(wAw)+v@w—-—wv+ (vAw)®1 (v,w € V) definierten Komultiplikation.

hopfAlgebra<float> H(index,dim,n,m,com,u,cu,b);
Initialisiert H als n-dimensionale Hopf-Algebra, die als Algebra die duflere
Algebra eines zweidimensionalen Vektorraums ist und deren Komultipli-
kation gegeben ist durch die Strukturkonstanten com[i] [j] [k]. Eins und
Koeins werden durch die Arrays u[i] bzw. cu[i] angegeben.

hopfAlgebra<float> C(A,B,u,cu);
Initialisiert C als Hopf-Algebra, deren Algebra—Struktur mit der von A und
deren Koalgebra—Struktur mit der von B iibereinstimmt. Auf diese Weise
kann man eine graduierte Algebra und eine graduierte Koalgebra zu einer
Hopf-Algebra zusammenfassen, vorausgesetzt sie tragen dieselbe Graduie-
rung, und Multiplikation, Komultiplikation, Eins und Koeins sind miteinan-

der vertréglich. Wenn nicht, bricht das Programm mit einer Fehlermeldung
ab.

c=H.getUnit (i) ;
Gibt den i-ten Koeffizienten der Eins in der ausgezeichneten Basis zuriick.

c=H.getCounit (i) ;
Gibt den Wert der Koeins, ausgewertet auf dem i—ten Basisvektor der aus-
gezeichneten Basis, zuriick.

H.newBasis(s,basis);
Transformiert Multiplikation und Komultiplikation der Hopf-Algebra H mit
der Matrix s[i] [j] aus Abschnitt 2.1.5.
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cin >> H;
Liest die Hopf—Algebra H ein. Aufler den Daten, die in den Basisklassen
schon vorkommen, werden das Einselement als Linearkombination der Ba-
sisvektoren und die Koeins als Bilder der Basisvektoren eingegeben.

cout << H;
Gibt die Hopf-Algebra H aus. Es werden in bekannter Weise die Gradu-
ierung, die Multiplikation, das Einselement als Linearkombination in der
Basis, die Komultiplikation und die Koeins als Liste von nichtverschwin-
denden Bildern aller Basisvektoren ausgegeben.

H.save ("hopf.dat”);
Speichert die Hopf-Algebra H in der Datei "hopf .dat”.

H.read (hopf.dat”);
Liest die Hopf-Algebra H aus der Datei "hopf.dat”.

2.1.11 Die Klassen—Templates complex<field> und
differentialAlgebra<field>

Die algebraischen Strukturen Ketten— und Kokettenkomplex wurden zur gemein-
samen Klasse complex<field> zusammengefafit. Bestimmt ist ein (Ko-)Ketten-
komplex durch die Matrix (d;;) des (Ko-)Randoperators in einer ausgezeichne-
ten Basis. Ein Element int co gibt dessen Grad an, d.h. es hat den Wert 1
fiir einen Koketten— und den Wert —1 fiir einen Kettenkomplex. Die Matrix
des (Ko-)Randoperators wird durch die Arrays array<field> dCoeff, array
<nat> dIndexl und array<nat> dNewIndex2 dhnlich wie in der Klasse algebra
<field> abgespeichert.

Die Klasse differentialAlgebra<field> hat keine zusétzlichen Elemente,
es wird in den Konstruktoren lediglich gepriift, ob der Operator d den Grad 1
hat und eine Derivation ist, und ob die Multiplikation eine Eins besitzt (vgl. Ab-
schnitt 1.6.2). Im folgenden sei zusétzlich zu den Definitionen in Abschnitt 2.1.5
fiir den Korandoperator folgendes definiert:

int degr;
float** d = new floatx*[4];
for (i=0; i<4; i++) {
d[i] = new float[4];
for (j=0; j<4; j++)
d[i][j1=0;
}
d[3]1[11=4[3][2]=1;

Dies entspricht dem durch d(v;) = d(vy) = vy A vg, d(1) = d(vy Avg) = 0
definierten Korandoperator.
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complex<float> C(1,index,dim,n,d,b);
Deklariert C als Kokettenkomplex, der als graduierter Vektorraum mit der
aufleren Algebra eines zweidimensionalen Vektorraums iibereinstimmt und
den Korandoperator d hat.

c=C.get0Operator(i,j);
Gibt das Matrixelement d,; des Operators d von C zuriick (Achtung: Nume-
rierung beginnt mit Null).

degr=C.getDegree() ;
Gibt den Grad des (Ko-)Randoperators zuriick.

complex<float> D; D=xC;
Gibt den zu C dualen (Ko-)Kettenkomplex zuriick. Hier ist D dann ein Ket-
tenkomplex.

gradedCommAlgebra B(A); differentialAlgebra<float> E(C,B);
Initialisiert E als graduierte Differentialalgebra, deren Kokettenkomplex—
Struktur mit der von C und deren Algebra—Struktur mit der von A {iber-
einstimmt (A war als duflere Algebra eines zweidimensionalen Vektorraums
definiert).

C.newBasis(s,basis);
Stellt die Matrix des (Ko-)Randoperators in der neuen Basis dar. Hierbei
sei s[1] [j] die Basiswechselmatrix aus Anschnitt 2.1.5.

cin >> C;
Liest den (Ko-)Kettenkomplex C ein. Zunichst wird der Grad des
(Ko-)Randoperators eingegeben, und dann in bekannter Weise die Gradu-
ierung und die Bilder des (Ko-)Randoperators als Linearkombination der
Basisvektoren. Ist C ein Objekt der Klasse differentialAlgebra<field>,
werden in bekannter Weise die Graduierung, die Basisbezeichner, die Mul-
tiplikation und der Korandoperator eingegeben.

cout << C;
Gibt den (Ko-)Kettenkomplex C aus. Es werden der Reihe nach Dimensi-
on, Basisbezeichner, Graduierung und die nichtverschwindenden Bilder des
(Ko-)Randoperators aller Basisvektoren ausgegeben. Ist C ein Objekt der
Klasse differentialAlgebra<field>, wird zusétzlich die Multiplikation
in bekannter Weise ausgegeben.

C.save("komplex.dat”);
Speichert den Kokettenkomplex C in der Datei "komplex.dat”.

C.read("komplex.dat”);
Liest den Kokettenkomplex C aus der Datei "komplex.dat”.
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2.2 Die Element-Klassen

2.2.1 Der Klassen—Template VSelm<field>

Ein Element eines Vektorraumes ist eine Linearkombination der Basisvektoren
des Vektorraumes. Ein skalares Vielfaches eines Basisvektors wurde als lokale
Klasse addend implementiert, die Klasse VSelm<field> enthélt also als Element
ein Array array<addend> elm, in dem die nichtverschwindenden Summanden
der Linearkombination auftreten. Zur Festlegung des zugehorigen Vektorraums
hat die Klasse ein Element const vectorSpace*x Vp. Der Zeiger wurde als kon-
stant deklariert, da ein Element eines Vektorraums bei jeglicher Manipulation
wie Multiplikation mit einem Skalar und Addition eines anderen Elementes Ele-
ment des gleichen Vektorraums bleibt. Man beachte, dafl z.B. die Addition zweier
Vektorraum—Elemente v und w nur erlaubt ist, wenn die entsprechenden Zeiger
v.Vp und w.Vp auf dasselbe Objekt der Klasse vectorSpace zeigen. Im folgen-
den seien die Variablen nat i=0; int j; float x; vectorSpace V(4),*Wp;
definiert, und fiir die Initialisierung eines Vektorraum—Elementes sei das Array
float fpl[l={1,-1,0,3.2}; definiert.

VSelm<float> u(V), v(V,fp), w(V,fp);
Initialisiert u als Nullvektor, v und w als das Element ey — e; + 3.2e3 von V.

VSelm<float> x(V,1.2,2);
Initialisiert x als zweiten Basisvektor von V mit Koeffizient 1.2, hier also als
1.262.

j=v.isZero();
Gibt 0 (=false) zuriick, wenn v!=0 ist, und 1 (=true), wenn v==0 ist.

v.setZero();
Setzt den Vektor v gleich Null.

w.set(2,-1.4);
Setzt den zweiten Koeffizienten von w auf —1.4.

Wp=v.getVectorSpace() ;
Gibt einen Zeiger auf den Vektorraum zuriick, dessen Element v ist.

i=w.getLength() ;
Gibt die Anzahl der nicht verschwindenden Koeffizienten von w zuriick.

v=w.projection(i);
Gibt die Projektion von w auf den i—ten Unterraum der Graduierung des
Vektorraums zuriick, dessen Element w ist, wobei ein Objekt der Klasse
vectorSpace als graduiert vom Grad 0 aufgefafit wird.
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x=w[i];
Gibt die +—te Koordinate von w zuriick.

v+=u;
Addiert w zu v. Analog sind v-=w und v#*=x definiert.

u=v+w;
Gibt die Summe von v und w zuriick. Analog: u=v-w; und u=x*v;

V=-W;
Gibt das Negative von w zuriick.

cin >> u;
Liest den Vektor u als Linearkombination der Basisvektoren ein. Hierbei ist
wie bei der Eingabe der Multiplikation in der Klasse algebra<field> dar-
auf zu achten, daf} die Basisvektoren in aufsteigender Reihenfolge eingege-
ben werden. Die Eingabe in den abgeleiteten Klassen funktioniert identisch.

cout << u;
Gibt den Vektor u als Linearkombination der Basisvektoren aus. Die Aus-
gabe in den abgeleiteten Klassen funktioniert identisch.

Fiir die Ein— und Ausgabe von/in Dateien sind die Methoden in(istream&) und
out (ostream&) definiert, deren Verwendung folgendes Beispiel verdeutlichen soll:

nat i,anz=0;

vectorSpace V(4);
VSelm<float> v(V);

ofstream ausg;
ausg.open("VRelemente.dat") ;

do {
cout << "Bitte Vektor eingeben (0=Ende):\n";
cin >> v;

v.out (ausg) ;

ausg << "\n";

anz++;
} while (!v.isZero());
ausg.close();
ifstream eing;
eing.open("VRelemente.dat") ;
cout << "Es wurden folgende Vektoren eingegeben:\n";
for (i=0; i<anz; i++) {

v.in(eing) ;

cout << v << "\n";
s

eing.close();
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2.2.2 Der Klassen—Template algebraElm<field>

Diese Klasse enthélt zusétzlich ein Element const algebra<field>* Ap, damit
sichergestellt ist, dafl es sich tatsichlich um ein Element einer Algebra handelt,
und nicht eines Vektorraums. Es sei definiert:

exteriorAlgebra<float> A(2);
algebra<float> *Ap;

float* fp = new float[4];

fplol=1; fpl[1]=2.1; fp[2]=0; fp[3]1=-1.4;
VSelm<float> v(A,fp);

algebraElm<float> a(A), b(A,fp), c(A,v);
Initialisiert a, b und ¢ als Elemente der Algebra A. Das Element a ist de-
faultméfBig Null, b und ¢ werden durch fp bzw. v initialisiert.

Ap=a.getAlgebra();
Gibt einen Zeiger auf die Algebra zuriick, deren Element a ist.

b*x=c;
Multipliziert b von rechts mit c.

a=bx*c;
Gibt das Produkt von b und c¢ zuriick.

2.2.3 Die Klassen—Templates coalgebraElm<field> und
tensorElm<field>

Analog zur Klasse algebraElm<field> enthilt coalgebraElm<field> ein Ele-
ment const coalgebra<field>* Cp, das auf die entsprechende Koalgebra ver-
weist. Die Klasse tensorElm<field> wird nur als Riickgabetyp der Komulti-
plikation gebraucht. Ein Element des Tensorproduktes einer Koalgebra mit sich
selbst ist eine Linearkombination von Tensorprodukten der Basisvektoren der Ko-
algebra. Die Klasse tensorElm<field> enthilt also ein Element array<addend>
elm, ein Array von Objekten der lokalen Klasse addend, die skalare Vielfache eines
Tensorproduktes modelliert. Zusétzlich zu denen im letzten Abschnitt seien die
Definitionen coalgebra<float> B=*A; coalgebra<field> xCp; vorausgesetzt.

coalgebraElm<float> d(B), e(B,fp), f(B,v);
Deklariert d, e und f als Elemente der Koalgebra B. Das Element d ist
defaultméfBig Null, e und £ werden durch fp bzw. v initialisiert.

tensorElm<float> g(B), h(e,f);
Deklariert g und h als Elemente des Tensorproduktes der Koalgebra B mit
sich selbst. Das Element g ist wieder Null und h entspricht e ® f.
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Cp=d.getCoalgebra();
Gibt einen Zeiger auf die Koalgebra zuriick, deren Element d ist.

x=h.getCoeff (i,]);
Gibt den Koeffizienten vor dem Tensorprodukt des i—ten mit dem j-ten
Basisvektors der zugrundeliegenden Koalgebra zuriick.

g=comult(e);
Gibt die Komultiplikation von e zuriick.

2.2.4 Der Klassen—Template hopfAlgebraElm<field>

Diese Klasse enthilt als zusétzliches Element const hopfAlgebra<field>#* Hp.
Da eine Hopf-Algebra im wesentlichen nur die Algebra— mit der Koalgebra—
Struktur vereint, hat die Klasse hopfAlgebraElm<field> auch nur die Metho-
den, die sie von den Klassen algebraElm<field> und coalgebraElm<field>
erbt. Einzige Ausnahme ist die neue Methode hopfAlgebra<field>* getHopf-
Algebra(), die den Zeiger Hp zuriickgibt.

2.3 Die Polynom—Klassen

Fiir Polynome gibt es verschiedene Arten der Darstellung im Rechner. Hier wur-
de die Darstellung als (doppelt) verkettete Liste von Monomen gewéhlt, da so
insbesondere im Hinblick auf den rekursiven Algorithmus zur Erzeugung multi-
plikativer Sequenzen am direktesten auf bestimmte Koeffizienten zugegriffen wer-
den kann. Die Darstellung der Polynome ist variablenbeschrinkt, d.h. ein Objekt
der Klasse polynom<ring> hat eine festgelegte Anzahl an Unbestimmten, und
gradunbeschrénkt, d.h. der Grad des Polynoms kann (prinzipiell) unbeschrinkt
wachsen. Dies ist der fiir multiplikative Sequenzen beste Kompromify zwischen
Kontrolle und Flexibilitdt, denn ein Polynom einer multiplikativen Sequenz hat
eine festgelegte Anzahl an Unbestimmten, aber der Grad des Polynoms ist nicht
die mafigebliche Grofle des Polynoms, eher dessen Gewicht.

2.3.1 Die Klasse index

Die Klasse index stellt die fiir Monome notwendigen Multiindizes zur Verfiigung
und wurde der Klasse array<type> fiir dynamische Arrays (vgl. Anhang A) nach-
empfunden. Einem Multiindex (ji,. .. , j,;) entspricht das Monom z;, ... z;, in den
Unbestimmten z, ... , x,. Ein Multiindex (ji, ... ,j.) ist also nichts anderes als
ein Array von natiirlichen Zahlen, die alle kleiner oder gleich der Anzahl n der
Unbestimmten eines Monoms sein miissen und absteigend geordnet sind, d.h.
n>j > ...> 7, wobei die Linge des Arrays r variabel ist. Dies ist wieder fiir
multiplikative Sequenzen die giinstigste Konvention. Die Klasse index hat also
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die Elemente const nat number fiir die Anzahl der Unbestimmten, nat xDim
fiir die Lange und nat *start als Zeiger auf das erste Element des Arrays. Zu
beachten ist, dafl im Gegensatz zur mathematischen Notation die Numerierung
der Indizes wie bei Arrays mit Null beginnt. Im folgenden seien die Deklarationen
nat n,r,i,v[3]; und die Definitionen n=5; r=3; v[0]=3; v[1]=1; v[2]=1;
vorausgesetzt.

index j(n,r,2), k;
Initialisiert j als Multiindex (2, 2, 2) mit j.number=n=5. Alle Parameter sind
optional, die Default—Werte sind der Reihe nach 1, 0 und 1. Der Multiindex k
wird also als leeres Array fiir Monome mit einer Unbestimmten initialisiert.

index 1(n,r,v);
Initialisiert 1 als Multiindex (3,1, 1). Auf diese Weise kann man Multiindizes
durch statische Arrays initialisieren.

n=j.getNumber () ;
Gibt den Wert von j.number zuriick. Hier: n=5.

r=j.getDim();
Gibt die Lange des Multiindex j zuriick. Hier: r=3.

n=j.weight();
Gibt das Gewicht j; + ...+ j, des Multiindex j zuriick. Hier: n=6.

j.setDim(4);
Veréndert die Lénge von j. Wird die Linge vergroflert, so wird der Multi-
index mit Einsen aufgefiillt. Hier: j=(2,2,2,1).

j.init(5,2);
Setzt den Multiindex j auf (2,2, 2,2,2). Ist der zweite Parameter grofier als
die Anzahl der Unbestimmten, wird mit einer Fehlermeldung abgebrochen.

n=j[i];
Gibt den i—ten Eintrag des Multiindex zuriick. Hier: n=2, falls i<=5

j.set(4,1);
Setzt den vierten Eintrag von j gleich 1 (Achtung: Numerierung beginnt mit
Null). Es wird gepriift, ob die Parameter giiltige Werte haben und ob der
verdnderte Multiindex absteigend geordnet ist. Ist eine dieser Bedingungen
nicht erfiillt, wird mit einer Fehlermeldung abgebrochen.

1.min(7);
Findet den lexikographisch minimalen Multiindex mit Gewicht 7 und Lénge
1.xDim. Hier: 1=(3,2,2).
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1++;
Setzt 1 auf den lexikographisch néchsthéheren Multiindex mit gleichem Ge-
wicht, falls moglich. Hier: 1=(3,3,1).

++1;
Prafix-Form des Inkrement—Operators. Hier: 1=(4,2,1).

1= 1<j;
Entscheidet, ob 1 in der Ordnung nach Grad und lexikographisch kleiner
ist als j. Hier: i=0 (=false).
Analog sind die Operatoren >, <= und >= definiert.

cin >> 1;
Liest den Multiindex 1 ein. Es wird zunéchst nach 1.xDim gefragt, dann
nach den einzelnen Eintrégen.

cout << 1;

Gibt den Multiindex 1 in der Form (4,2,1) aus.

2.3.2 Der Klassen—Template monom<ring>

Ein Monom wird hier modelliert als Paar aus einem Koeffizienten und einem
Multiindex, die Klasse monom<ring> hat also ein Element ring coeff und ein
Element index j und zusétzlich noch ein Array array<String> indet fiir die
Bezeichner der Unbestimmten. Zwei Monome werden nur als gleich angesehen,
wenn sie auch dieselben Bezeichner fiir die Unbestimmten haben. Auflerdem
liefert die Multiplikation oder Zuweisung von Monomen mit unterschiedlichen
Unbestimmten eine Fehlermeldung. Im folgenden seien zusétzlich zu denen im
letzten Abschnitt die Definitionen

array<String> u(5),v;

ul0]="a"; ul[1]l="b"; ul2]="c"; ul3]="d"; ul4]l="e";
array<float> x(n);

float c=-1.2,d;

x[0]=1; x[1]=-3; x[2]=0; x[3]=2.7182818; x[4]1=3.1415927;
ofstream ausg;

ifstream eing;

monom<float> ml, m2(n), m3(u);
Deklariert m1, m2 und m3 als Nullmonome. m1 hat null Unbestimmte (ist
also einfach ein Ring-Element), m2 hat n=5 Unbestimmte, die defaultméBig
auf ”x1” bis "x5” gesetzt werden, und m3 hat die fiinf Unbestimmten ”a”
bis "e”.
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monom<float> mé4(c), mb(c,n), mé6(c,u);
Initialisiert m4 bis m6 als konstante Monome mit dem Koeffizienten c=-1.2.
m4 hat null Unbestimmte, m5 hat n=5 Unbestimmte, die wieder auf ”x1” bis
"x5” gesetzt werden, und m6 hat die fiinf Unbestimmten ”a” bis "e”.

monom<float> m7(c,j), m8(c,j,u);
Initialisiert m7 als Monom mit den j.number=5 Unbestimmten ”x1” bis "x5”
und dem Multiindex j={2,2,2,2,1}, also m¢(zy,...,25) = —1.2 123, m8
entspricht mg(a, b, ¢, d,e) = —1.2 ab*

i=mil.isZero();
Entscheidet, ob m1 Null ist. Hier: i=1 (=true).

n=m2.getNumber() ;
Gibt die Anzahl der Unbestimmten von m2 zuriick. Hier: n=>5.

v=m3.getIndet();
Gibt die Unbestimmten von m3 als Array zuriick. Hier: v={"a”, "b”,
2 C” ’7’ d” ’7’ e” }.

d=m4.getCoeff () ;
Gibt den Koeffizienten des Monoms m4 zuriick. Hier: d=-1.2.

1=m7.getIndex () ;
Gibt den Multiindex des Monoms m7 zuriick. Hier: 1={2,2,2,2,1}.

n=m8.weight () ;
Gibt das Gewicht des Monoms m8 zuriick. Hier n=9.

d=m7.evaluate(x);
Wertet das Monom m7 mit den Werten z; = 1, 29 = —3, 23 =0, 24 =
2.7182818, x5 = 3.1415917 aus. Hier: d=-97.2.

i=m7.grade();
Gibt den Grad des Monoms m7 zuriick, wobei der Grad des Nullmonoms
—1 ist. Hier: i=5.

m3=m8.der (2) ;
Gibt die Ableitung des Monoms m8 nach der zweiten Variablen zuriick.
Hier: ms(a,b,c,d,e) = —4.8 ab.

a=m7[b];
Wendet das Monom m7 auf das Element b einer graduierten Algebra A =
D, c7 Ai an und gibt das Ergebnis an a zuriick. Hierbei steht die Variable
x; fiir die Projektion von b auf A,;.
Achtung: Mathematisch ist dieser Wert zwar nur wohldefiniert, wenn die
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Algebra kommutativ ist, die Auswertung ist aber fiir eine beliebige Algebra
ohne Fehlermeldung moglich.

m6=m3*m8; m3*=m8;
Multipliziert m3 mit m8. Hier: ms(a, b, ¢, d, e) = mg(a, b, ¢, d,e) = 5.76 a2b".

m6=d*m3; m3*=d;
Multipliziert m3 mit dem Ring-Element d. Hier: m3(a, b, ¢, d, e) = mg(a, b, c,
d,e) = —559.872 a?b'.

m3=-m8;
Gibt das Negative des Monoms m8 zuriick. Hier: ms(a, b, c,d, e) = 1.2 ab®*,

m3.out (ausg) ;
Gibt das Monom m3 in die Datei ausg aus. Statt ausg kann ein beliebiges
Objekt der Klasse ostream verwendet werden.

m3.in(eing) ;
Liest das Monom m3 aus der Datei eing ein. Statt eing kann ein beliebiges
Objekt der Klasse istream verwendet werden.

cin >> mb;
Liest das Monom m5 iiber Tastatur ein. Zunéchst wird nach dem Koeffizi-
enten gefragt, dann nach den Exponenten der Unbestimmten.

cout << m3;
Gibt das Monom m3 in der Form 1.2 ab~4 aus.

2.3.3 Der Klassen—Template monomList<ring>

Zur Implementierung der Polynome als Liste von Monomen konnte nicht die Klas-
se list<type> aus dem Anhang A verwendet werden, da es sich bei dem Daten-
typ type um ein Template handelt und der verwendete Compiler verschachtelte
Templates (noch) nicht unterstiitzt. Da sich auflerdem herausgestellt hat, daf} ei-
ne doppelt verkettete Liste hier giinstiger ist, stellt die Klasse monomList<ring>
eine doppelt verkettete Liste von Monomen zur Verfiigung. Der Unterschied zur
einfach verketteten Liste besteht lediglich in einem zusétzlichen Zeiger, der jedes
Monom mit seinem Vorgénger verbindet. Auflerdem hat die Klasse die Elemente
const nat number und array<String> indet fiir Anzahl und Bezeichner der
Unbestimmten, um sicherzustellen, dafl diese in allen Listenelementen iiberein-
stimmen. Sie hat die Methoden

nat lengthQ);
int setcur(nat);
int insert(monom<ring>);
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int append(monom<ring>) ;
int remove(monom<ring>\&) ;
int get(monom<ring>\&) ;
void dispose();

die analog zu denen in list<type> definiert sind (vgl. Anhang A). Aulerdem
hat sie die Methoden

nat getNumber () ;
array <String> getIndet();

die analog zu denen in monom<ring> definiert sind.

monomList<float> 1, m(5);
Deklariert leere Listen 1 und m mit 0 bzw. 5 Unbestimmten ”x1” bis ”x5”.

monomList<float> n(u);
Deklariert n als leere Liste mit den 5 Unbestimmten ”a”, ”b”, ”¢”, 7d” und
7¢” (u wie in Abschnitt 2.3.2 definiert).

2.3.4 Der Klassen—Template polynom<ring>

Die Klasse polynom<ring> ist von monomList<ring> abgeleitet, es werden die
Monome nach Grad und lexikographisch geordnet in die Liste geschrieben. Ein
Polynom erbt also alle Elemente und Methoden der Klasse monomList<field>.
Diese Methoden sollte man jedoch zur Sicherheit nicht auf Polynome anwenden,
da man mit ihnen die korrekte Darstellung des Polynoms zerstoren kann, was
die Weiterverwendung fehlerhaft machen kann. Zusétzlich gibt es die Methoden
int isZero(), ring evaluate(array<ring>), polynom<ring> der(mnat), al-
gebraElm<ring> operator [] (algebraElm<ring>) und die Operatoren *, *=
und das unére - zur Multiplikation mit Polynomen und Skalaren bzw. Negation,
die analog zu denen in monom<ring> definiert sind. Wie dort gilt auch die Kon-
vention, daf} gleiche Bezeichner der Unbestimmten Voraussetzung fiir Gleichheit,
Zuweisung und Anwendung arithmetischer Operatoren ist. Im folgenden seien die
Definitionen von Abschnitt 2.3.2 vorausgesetzt. Zusétzlich sei das Array

array<String> ul(2);
u1 [O]=”X”; u1 [1]=l|yl|;

definiert.
polynom<float> p, q(n), r(w;

Deklariert p, q und r als Nullpolynome, wobei p keine, q die n=5 Unbe-
stimmten "x1” bis "x5”, und r die Unbestimmten ”a” bis "e” hat.
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polynom<float> s(m7), t(m8);
Initialisiert die Polynome s und t durch die Monome m7 bzw. m8. Hier:
s(xy,...,25) = —1.2 zy23 und t(a, b, c,d, e) = —1.2 ab™.

polynom<float> t1(t,ul);
Kopiert das Polynom t nach t1, aber setzt die Unbestimmten auf die durch
das Array ul angegebenen. Will man so die Anzahl der Unbestimmten von
t verringern, so geht das nur, wenn t von den iibrigen Unbestimmten nicht
abhiingt. Hier ist also ¢,(z,y) = —1.2 zy*.

c=s.getCoeff(j);
Gibt den Koeffizienten des Polynoms s, der zu dem Monom mit dem Mul-
tiindex j gehort, zuriick. Hier: c=-1.2.

r+=t; q=qts;
Addiert t zu r bzw. s zu q. Analog sind die Operatoren -= und - definiert.

i=t.grade();
Gibt den maximalen Grad der Monome in t zuriick. Hier: i=5.

i=t.weight ();
Gibt das maximale Gewicht der Monome in t zuriick. Hier: 1=9.

t.out (ausg) ;
Gibt das Polynom t in die Datei ausg aus. Statt ausg kann ein beliebiges
Objekt der Klasse ostream verwendet werden.

t.in(eing) ;
Liest das Polynom t aus der Datei eing ein. Statt eing kann ein beliebiges
Objekt der Klasse istream verwendet werden.

cin >> r;
Liest das Polynom q ein. Es werden Term fiir Term Monome eingegeben, bis
das Nullmonom eingegeben wird. Die Reihenfolge der Eingabe spielt keine
Rolle, es wird automatisch sortiert.

cout << t;
Gibt das Polynom t in der Form -1.2 ab~4 aus.

2.3.5 Der Klassen—Temlate msequ<ring>

Multiplikative Sequenzen werden in der Klasse msequ<ring> als einfach verket-
tete Liste modelliert, mit einem Element nat xDim fiir deren Linge und einem
Element array<String> indet fiir die Bezeichner der Unbestimmten. Dieses Ar-
ray enthéilt immer xDim - 1 viele Unbestimmte der Form Character + Nr. der
Unbestimmten. Im folgenden sei definiert:
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polynom<primrat> p(3);
array<primrat> b(10);
array<String> indet;

nat 1i;

b[0]=b[1]=1;

for (i=2; i<10; i++)
b[i]=0;

msequ<primrat> G;
Deklariert G als leere Liste.

msequ<primrat> F(b) ,H(b,’c’);
Initialisiert F als m—Sequenz zu der Potenzreihe, deren Koeffizienten durch
b gegeben sind. Es wird die m—Sequenz mit dem Rekursionsalgorithmus
aus Abschnitt 3.3 bis zum n—ten Polynom berechnet, wobei n die Linge des

Arrays b ist. F wird in den Unbestimmten ”x1”, ”x2”, ... und H in den
Unbestimmten ”c1”, ”¢2”, ... formuliert. Hier: Fy(xy,...,2x) = x4 und
Hi(ct, ... c) = ¢

i=F.getDim();
Gibt die Lénge der Liste F zuriick.

indet=H.getIndet () ;
Gibt das Array der Bezeichner der Unbestimmten von H zuriick.

G.Td(5);
Berechnet die Todd-Sequenz bis zum fiinften Polynom. Analog sind die Me-
thoden A(nat), A hat(nat), L(nat) und L_hat(nat) fiir die m—Sequenzen
(Ak), (Ak), (Lk) bzw. (Lk) definiert.

p=F[3];
Gibt das dritte Polynom der m-Sequenz zuriick. Hier: p(z1, x9, 23) = 3.

a=F[b];
Wendet die m—Sequenz F auf das Element b einer graduierten Algebra an
(sieche Bemerkungen in Abschnitt 2.3.2). Es wird in dieser Methode voraus-
gesetzt, dafl der erste Basisvektor das Einselement der Algebra ist.

G.save("Todd.dat”);
Gibt die m—Sequenz G in die Datei ”"Todd.dat” aus.

G.read("Todd.dat”);
Liest die m—Sequenz G aus der Datei "Todd.dat”.

cout << G;
Gibt die m—Sequenz G aus. Hier:
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1

2°-1 c1

27-2%37-1 c2 + 27-2%3"-1 c172

27-3%3"-1 clc2

-27-4x37-2%5"-1 c4 + 27-4x37-1%5"-1 ¢c272 + 27-4%37-2x5"-1 c1c3
+ 27-2%37-2%5"-1 c172c2 + -27-4x37-2%5"-1 cl174

G.dispose();
Loscht die Liste G.

2.3.6 Der Klassen—Template asequ<ring>

Additive Sequenzen werden wie multiplikative Sequenzen als einfach verkettete
Liste von Polynomen dargestellt, wobei die Klasse asequ<ring> auch die Elemen-
te array<String> indet fiir die Bezeichner der Unbestimmten und nat xDim fiir
die Lénge der Liste hat. Im folgenden sei das Koeffizienten—Array aus dem letzten
Abschnitt folgendermaflen definiert:

for (i=0; i<10; i++)
blil=1;

asequ<primrat> F;
Deklariert F als leere Liste.

asequ<primrat> G(b), H(b,’c’);
Initialisiert G als additive Sequenz, die durch die Potenzreihe mit den Koef-
fizienten b[i] definiert ist. Ist n die Lidnge des Arrays b, so wird die additive
Sequenz bis zum n—ten Polynom berechnet. G wird in den Unbestimmten
"x177x2”, ... und H in den Unbestimmten ”¢1”,”¢2”, ... formuliert.

i=G.getDim();
Gibt die Lénge der Liste G zuriick.

indet=G.getIndet () ;
Gibt das Array der Bezeichner der Unbestimmten von G zuriick.

F.chern(5);
Berechnet die Chern—Sequenz bis zum fiinften Polynom.

p=G[2];
Gibt das zweite Polynom der a—Sequenz G zuriick. Hier: p(xq, 29, 23) =
l‘i’ - 31‘11‘2 + 31’3.

a=F[b];
Wendet die a-Sequenz auf das Element b einer graduierten Algebra an und
gibt das Ergebnis nach a zuriick (siehe Bemerkungen in Abschnitt 2.3.2).
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F.save(”Chern.dat”);
Gibt die a—Sequenz F in die Datei ”Chern.dat” aus.

F.read("Chern.dat”);
Liest die a—Sequenz F aus der Datei ”Chern.dat”.

cout << F;
Gibt die a—Sequenz aus. Hier:

cl

-c2 + 2°-1 ¢c172

27-1 c¢3 + -27-1 clc2 + 27-1%3"-1 c1~°3
-27-1%3"-1 c4 + 27-2x3"-1 ¢c272 + 27-1%3"-1 c1c3
+ -27-1%3"-1 ¢c172¢2 + 27-3*3"-1 c174

F.dispose();
Loscht die Liste F.
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Anhang A

Im folgenden werden die Klassen list<type>, primrat und array<type> be-
schrieben, die in Zusammenarbeit mit Stephanie Schliiter entwickelt wurden bzw.
aus [Bre95] entnommen wurden.

A.1 Der Klassen—Template 1ist<type>

Diese Klasse stellt eine einfach verkettete Liste zur Verfiigung. Die Verkettung
erfolgt iiber einen Zeiger, der ein Element mit seinem Nachfolger verbindet. Die
Klasse hat die privaten Zeiger root, der auf das erste Element der Liste zeigt,
und cur, der die Liste quasi entlanglaufen kann, um bestimmte Positionen direkt
ansteuern zu kdnnen.

Da es sich um ein Klassen—Template handelt, mufl 1ist .t nicht vorcompiliert
werden. Soll die Klasse benutzt werden, muf} sie lediglich im Hauptprogramm
eingebunden werden. Aus welchem Variablentyp die Liste bestehen soll, wird erst
bei der Deklaration festgelegt. Hier werden die Klassenmethoden anhand einer
Liste von Integern erklart.

list<int> 1;
Deklariert eine leere Liste aus Integern. Statt des Zahlentyps int konnen
beliebige Variablentypen oder Klassen, sowohl in der GNU-C++-Bibliothek
schon vorhandene wie auch selbstdefinierte, verwendet werden. Die Elemen-
te werden mit der Methode insert hinzugefiigt.

list<int> k(1);
Deklariert eine Liste k, die eine Kopie der Liste 1 ist. 1 darf auch schon
Elemente enthalten.

Im folgenden seien die Variablen 1list<int> 1,k; und int x,i; deklariert.

x=1.length();
Gibt die Lénge der Liste, also die Anzahl der Elemente, die 1 enthilt,
zuriick.

113
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1l.setcur(i);

Setzt den laufenden Zeiger cur auf die i-te Position, die Listenelemente
werden von Eins ab gezihlt, anders als bei den Vektoren. Ist i Null oder
negativ, wird der Zeiger cur auf den Null-Zeiger (NULL) gesetzt, wird eine
Position angegeben, die die Lidnge der Liste iiberschreitet, wird cur auf
das letzte Element gesetzt. Liegt der Parameter i im giiltigen Bereich, d.h.
zwischen Null und der Lange der Liste, gibt die Methode Eins zuriick, sonst
Null.

1l.insert(x);

Das Element x wird hinter das Element, auf das cur zeigt, in die Liste ein-
gefiigt; zeigt cur auf NULL, an erster Stelle. Nach Einfiigen zeigt cur auf das
neue Element. Bei einer leeren Liste ist es also méglich, durch wiederholtes
Anwenden der Methode insert die Liste von vorne nach hinten zu fiillen.
Fiir ein hinzugefiigtes Element muf} intern mit new neuer Speicherplatz be-
reitgestellt werden. Ist dies nicht moglich, gibt insert Null zuriick, sonst
Eins.

1l.replace(x,1i);
Ersetzt das i-te Element der Liste (von Eins ab gezéhlt) durch x. Die Me-
thode setcur muf} nicht vorher aufgerufen werden, da dies intern geschieht.
Liegt der Parameter im giiltigen Bereich, gibt replace Null zuriick und die
Ersetzung wird nicht vorgenommen, sonst gibt die Methode Eins zuriick.

1.append(x) ;
Das Element x wird ans Ende der Liste angehiingt. Konnte kein neuer Spei-
cherplatz fiir das Element bereitgestellt werden, wird x nicht angehéingt und
append gibt Null zuriick, sonst Eins.

1.remove(x);
Entfernt das Element aus der Liste, auf dessen Position der Zeiger cur
gerade steht, zeigt cur auf NULL, wird das erste Listenelement entfernt. Die
Variable x hat den Wert des entfernten Elements. Ist die Liste leer, gibt
replace Null zuriick, sonst Eins.

1l.get(x);
Weist das Element aus der Liste, auf dessen Position der Zeiger cur gerade
steht, x zu, entfernt es aber nicht. Gibt Null zuriick, wenn die Liste leer
oder cur auf NULL zeigt, sonst Eins.

l.empty();
Gibt Eins zuriick, wenn die Liste leer ist, sonst Null.

i=1.belong(x);
Diese Methode priift, ob das Element x in der Liste 1 vorhanden ist. Sie
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gibt die Position des Elements zuiick, wenn x in der Liste enthalten ist, und
sonst Null. Ist x mehrfach in der Liste vorhanden, wird die Position des
vom Anfang der Liste an zuerst gefundenen Elements zuriickgegeben.

i=1l.nextelm();

b
]

1;

Setzt den Zeiger cur von der Position, auf der er sich gerade befindet, eine
Position weiter (cur=cur->next). Zeigt cur auf das letzte Element, wird
er auf NULL gesetzt, zeigt er auf NULL, wird er auf das erste Element der
Liste gesetzt. Die Methode gibt Null zuriick, wenn cur nach Anwendung
auf NULL zeigt, sie gibt minus Eins zuriick, wenn er auf das erste Element
zeigt, sonst Eins. Man setzt also, um eine Liste zu durchlaufen, den Zeiger
cur mit der Methode setcur immer eine Position vor diejenige, von der ab
man die Liste durchlaufen méchte. Eine typische Anwendung wére also eine
Schleife wie
for (1.setcur(0); 1l.nextelm();)
{

1l.get(x);

// tue etwas mit x

}

Kopiert den Inhalt der Liste 1 nach k. Wenn k nicht leer ist, werden erst
alle Listenelemente von k mit dispose entfernt. Die Elemente von 1 werden
dann mit insert in die Liste k eingefiigt.

1.dispose();

Entfernt alle Elemente aus der Liste und gibt den fiir sie mit new bereit-
gestellten Speicherplatz wieder frei. Nach Anwendung von dispose ist die
Liste leer.

cin>>1;

Liest die Liste 1 ein. Als erstes muf} die gewiinschte Linge der Liste eingege-
ben werden, danach wartet der Operator auf die Eingabe von genau dieser
Anzahl von Elementen. Erfolgt die Eingabe iiber die Tastatur, erscheinen
auf dem Bildschirm die entsprechenden Eingabeaufforderungen. Statt cin
kann eine beliebige Eingabevariable vom Typ istream verwendet werden,
ebenso ist das Einlesen aus Dateien moglich. Ist 1 nicht leer, werden in-
tern die alten Listenelemente mit dispose geloscht. Die Eingabe ist hier
natiirlich nur moglich, wenn fiir den Variablen- oder Klassentyp, aus dem
die Liste besteht, ein Eingabe—Operator existiert.

cout<<l;

Gibt die Liste 1 aus. Statt cout kann jede beliebige Ausgabevariable vom
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Typ ostream verwendet werden. Die Ausgabe in Dateien ist ebenfalls mog-
lich. Generell ist die Ausgabe natiirlich nur moglich, wenn fiir den Varia-
blentyp, aus dem die Liste besteht, ein Ausgabe—Operator existiert.

A.2 Die Klasse primrat

Die Klasse primrat erméglicht es, rationale Zahlen in ihrer Primfaktorzerlegung
darzustellen und mit dieser Zerlegung in gewohnter Weise zu rechnen.

Beispiel:

2 =2"-1*¥3"1*%5"1*13"-1

Die Basis der Primfaktoren ist vom Zahlentyp Integer, der in der gnu-C++-
Bibliothek bereitgestellt wird, die Exponenten sind vom Typ int. Da die Prim-
faktorzerlegung intern durch eine Liste von Faktoren realisert wird, ist die Klasse
primrat von der Klasse 1list<type> abgeleitet, speziell fiir die Liste von Fakto-
ren (list<factor>). Die Klasse factor wurde nur fiir die Primfaktorzerlegung
geschaffen, sie stellt das Zahlenpaar Basis und Exponent bereit, hat aber sonst
keine weitere Bedeutung. Aufgrund der Vererbung stehen in der Klasse primrat
alle Methoden, die die Klasse 1ist<type> enthéilt, zur Verfiigung, allerdings ist
es mit diesen Methoden moglich, die korrekte Darstellung einer Zahl zu zerstoren,
was die Weiterverarbeitung fehlerhalft machen kann. Die fiir die Primfaktorzer-
legung spezifischen Methoden werden unten erklért.

Es ist mit der Klasse primrat moglich, in einem gréfleren Zahlenbereich genau
zu rechnen, als mit den systeminternen Typen int, long oder double, solange
man nicht auf die Umwandlung in diese Typen angewiesen ist. Auf die auftreten-
den Probleme wird jeweils bei der Beschreibung der einzelnen Methoden hinge-
wiesen.

Um mit Zahlen vom Typ primrat arbeiten zu kénnen, muf} in das Hauptpro-
gramm die Headerdatei primrat.h eingebunden, sowie spéter die Objektdatei
primrat.o gelinkt werden. Auflerdem miissen die Datei 1ist.t, da diese auto-
matisch mit eingebunden wird, und ein ASCII-Datei primzahlen, die Primzahlen
in aufsteigender Reihenfolge enthélt, im gleichen Verzeichnis zur Verfiigung ste-
hen. Der Zahlenbereich, in dem korrekt gerechnet werden kann, hingt von der
Grofle dieser Datei ab. Wird in einer Umwandlung oder Berechnung die gréfite
vorhandene Primzahl {iberschritten, wird eine entsprechende Fehlermeldung aus-
gegeben.

primrat p;
Deklariert eine neue Variable p vom Typ primrat mit default-Wert Null.

primrat p(2); primrat p=2;
Die neudeklarierte Variable p wird gleich mit dem Wert Zwei initialisiert.
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Die Zahlen, mit denen p initialisiert werden kann, diirfen vom Typ int,
long, Integer oder double sein.

primrat q(p); primrat g=p;
Die neudeklarierte Variable q wird gleich dem Wert von p gesetzt.

primrat p(“-2 3 -2 13 4%);

Die Variable p wird direkt bei der Deklaration mit der Primfaktorzerlegung
initialisiert, wobei entweder Leerzeichen eingegeben werden kénnen oder die
Eingabe mit Zeichen wie ~ und * (primrat p(“ -273%37-2%13~ 4%) ;) ver-
bunden werden kann. Es werden beliebig viele nicht-Ziffern {iberlesen, auch
zwischen den einzelnen Basen bzw. Exponenten. Positive Zahlen kénnen
ohne Vorzeichen angegeben werden. Die Zahlen 1 kénnen wie gewohnt als
1 bzw. -1 oder auch als +270 angegeben werden. Da jeweils zwei aufein-
anderfolgende Zahlen als Faktor, d.h. Basis/Exponent interpretiert werden,
wird eine einzelne Zahl am Ende der Eingabe ignoriert; eine Ausnahme
bildet die Null, wenn sie als erstes relevantes Zeichen eingegeben wird.

Seien nun die folgenden die Variablen deklariert.
primrat p,q,r;
Integer I;
double d;
long 1;
int i,x,y;

p.Primrat(25);
Die Zahl 25, oder auch jede ander Integer— oder double-Zahl kann mit
dieser Methode in eine Zahl vom Typ primrat umgewandelt werden.

d=p.Double();
Gibt eine double-Variable mit dem Wert von p zuriick.

I=p.Integer();
Gibt eine Integer-Variable mit dem Wert von p zuriick.

1=p.Long();
Gibt eine long-Variable mit dem Wert von p zuriick.

Vorsicht: Bei allen Umwandlungen in die Grunddatentypen wird natiirlich gerun-
det, und es sind Bereichsiiberschreitungen moglich!

i=p.invert();
Invertiert p; falls p Null ist, wird nicht invertiert. Der Riickgabewert ist
Eins, falls erfolgreich invertiert wurde, sonst Null.
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q=p.getNumerator() ;
Gibt den Zéhler der Variablen p mit Vorzeichen als Zahl vom Typ primrat,
zuriick.

q=p.getDenominator() ;
Gibt den Nenner der Variablen p ohne Vorzeichen als Zahl vom Typ primrat,
zuriick.

p.pot(x);
Potenziert p mit x und speichert das Ergebnis wieder in p ab. Wurzelziehen
ist nicht moglich!

p=q;
Zuweisungsoperator, weist p den Wert von q zu.

r=p+q; r=p-q; r=p*q; r=p/q;
Addiert, subtrahiert, multipliziert oder dividiert p mit q und gibt das Er-
gebnis nach r zuriick. Wird durch Null geteilt, gibt die Division eine Null

zuriick.

p*t=q; p~=q;p*=q; p/=q;
Addiert, subtrahiert, multipliziert oder dividiert p mit q und gibt das Ergeb-
nis wieder an p zuriick In jeder Rechenoperation sind Bereichsiiberschrei-

tungen moglich.

Vorsicht: Bei allen Rechenoperationen sind Bereichsiiberschreitungen maoglich!

r=-p;
Gibt eine Variable mit dem Wert -p zuriick.

p==q; p'=q;
Dies sind die iiblichen Vergleichsoperatoren.

P<=q; pP<q; p>=q; P>q;
Die sind die iiblichen Ordnungsoperatoren.

cin>>p;
Der Eingabeoperator ermdglicht das FEinlesen einer Variablen vom Typ
primrat. Bei der Eingabe ist dasselbe zu beachten wie beim Konstruktor
mit char*. Es konnen alle Variablen vom Typ istream verwendet werden.
Ebenso ist das Einlesen aus Dateien moglich.

cout<<p;
Gibt p in der Primfaktordarstellung aus. Statt cout konnen alle Variablen
vom Typ ostream verwendet, sowie die Ausgabe in eine Datei geleitet wer-
den.
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A.3 Der Klassen—Template array<type>

Diese Klasse stellt dynamische Arrays iiber einem beliebigen Datentyp zur Ver-
fiigung und wurde nach dem Vorbild der entsprechenden Klasse in [Bre95] imple-
mentiert, wobei noch einige Methoden hinzugefiigt wurden. Die Klasse hat die
zwei privaten Elemente int xDim und type* start fiir die Anzahl der Elemente
und einen Zeiger auf das erste Element des Arrays. Im folgenden wird die Ver-
wendung der Methoden an Hand des Datentyps int beispielhaft gezeigt. Es sei
definiert:

int ip[1={1,-2,0,5}, i,x;

array<int> a, b(5);
Deklariert a als leeres Array und b als Array mit fiinf Elementen, die aller-
dings noch uninitialisiert sind, d.h. in diesem Beispiel zufillige Werte haben,
im Beispiel einer selbstdefinierten Klasse die entsprechenden Default-Werte
haben.

array<int> c(4,ip);
Initialisiert ¢ durch das statische Array ip. Hier konnte ein unkontrollierter
Laufzeitfehler auftreten, wenn das Array ip weniger definierte Werte hat
als angegeben.

array<int> d(c); array<int> d=c;
Deklariert das Array d und kopiert die Werte von c.

a=c;
Weist a den Inhalt des Arrays ¢ zu. Zuerst werden ggf. alle Elemente aus a
geloscht, dann wird elementweise kopiert.

i=a.getDim();
Gibt den Wert von a.xDim zuriick.

a.setDim(3);
Setzt a.xDim auf den Wert 3 und erhilt alle Elemente von a, falls moglich.
Wird die Dimension von a vergréfiert, sind die neuen Werte uninitialisiert

(s.0.).

x=a[2];
Gibt eine Referenz das zweite Element von a zuriick, wobei die Numerierung
wie gewohnt mit Null beginnt. Wird ein unzuléssiger Parameter iibergeben,
bricht das Programm mit einer Fehlermeldung ab. Ebenfalls méglich (aufler
bei konstantem a): a[2]=x.

a.append(-2);
Héngt den Wert -2 hinten an a an.
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a.sort(cmp) ;

Sortiert das Array a, wobei cmp der Name einer Funktion mit dem Prototyp
int cmp (const void*, const void*) sein muf, die zwei Variablen vom
Typ type vergleicht und einen Wert grofler als Null zuriickgibt, wenn der
erste Parameter grofler als der zweite ist, einen Wert kleiner als Null, wenn
der erste kleiner als der zweite ist, und gleich Null, wenn beide gleich sind.
Hier wird die Funktion gsort aus stdlib.h verwendet.
Beispiel fiir eine int - Vergleichsfunktion:
int cmp (const void *a, const void *b)
{

int ia = *(int*)a, ib = *(int*)b;

return ia-ib;

}

a==c; al=c;
Dies sind die Vergleichsoperatoren fiir Arrays, die elementweise vergleichen.
Fiir den Datentyp der Elemente miissen also Vergleichsoperatoren existie-
ren.



Notationen

KTLXTL
L(V,W)
L(V, W)y
L'(V,W)
gl(V)
gl(n, K)
gl'(V)
der A

Yo

K(z,y)
ada
V*

f*
ker(f)

Menge der natiirlichen Zahlen 1,2,3,...

Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen

Ring der ganzen Zahlen

Korper der rationalen Zahlen

Korper der reellen Zahlen

Koérper der komplexen Zahlen

Kronecker—Symbol

symmetrische Gruppe

Vorzeichen der Permutation o

additiv geschriebene abelsche Gruppe

zyklische Gruppe der Ordnung n

Elemente von Z,

n—faches direktes Produkt der Gruppe Z

Charakteristik des Kérpers oder Rings K

Grad des homogenen Elements x

von der Teilmenge S C V' aufgespannter Unterraum

von der Teilmenge S C R erzeugtes Ideal in dem Ring R
Algebra der n x n—Matrizen {iber dem Ko6rper K

Vektorraum der linearen Abbildungen f:V — W

Vektorraum der linearen Abbildungen f:V — W vom Grad k
direkte Summe der L(V, W)y, k € Z

Lie-Algebra der Endomorphismen des Vektorraums V'
Lie-Algebra der n x n—Matrizen mit Eintrdgen in K

graduierte Lie-Algebra L'(V, V') des graduierten Vektorraums V'
graduierte Lie—Algebra der Derivartionan der graduierten Algebra A
endlichdimensionale komplexe Lie—Algebra

maximaler Torus von g

Wurzelraum von «

Wurzelsystem von g

Killing-Form

adjungierter Operator des Elements a einer graduierten Lie—Algebra
graduierter Dualraum

duale Abbildung der linearen Abbildung f:V — W

Kern der linearen Abbildung f:V — W
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NOTATIONEN
tr A Spur der n x n—Matrix A
E, n—dimensionale Einheitsmatrix
Ay n X n—Matrix mit 1 an der Stelle (k,7) und 0 sonst
p(V,t) Poincaréreihe bzw. —polynom des graduierten Vektorraums V'
x(V) Euler-Charakteristik des graduierten Vektorraums V'
T(V) Tensoralgebra des Vektorraums V'
AV auflere Algebra des Vektorraums V'
S(V) symmetrische Algebra des Vektorraums V/
Cl(V,q) Cliffordalgebra des Vektorraums V' bzgl. der quadratischen Form ¢
Cl, Cliffordalgebra des R™"® bzgl. ¢ = a? + -+ + 22 — a2 | — - — a2,
d (Ko—)Randoperator eines (Ko—)Kettenkomplexes
d;j Matrix des (Ko—)Randoperators in einer Basis
Z(C) graduierter Vektorraum der (Ko—)Zykel des (Ko—)Kettenkomplexes C'
H(C) (Ko—)Homologieraum des (Ko—)Kettenkomplexes C
) Komultiplikation einer graduierten Koalgebra
dijk Strukturkonstanten der Komultiplikation
w Koeins einer Koalgebra
w; Koeffizienten der Koeins
1 Multiplikation einer graduierten Algebra
Mijk Strukturkonstanten der Multiplikation
1,u Einselement einer Algebra
u; Koeffizienten der Eins
By, xs,...] Polynomring in den Unbestimmten xy, 25, ... mit Koeffizienten in B
Bz, ..., x,]Polynomring in den Unbestimmten zi,... ,z, mit Koeffizienten in B
o k—tes elementarsymmetrisches Polynom

Sk

k—te Potenzsumme
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get(), 107
getAlgebra(), 101
getBasis (), 84
getCoalgebra(), 101
getCoeff (), 102, 105, 108
getComult (), 95
getCounit (), 96
getDegree(), 98
getDim(), 84, 103, 109, 110
getHopfAlgebra(), 102
getInd(), 85, 86, 88
getIndet (), 105, 107, 109, 110
getIndex(), 105
getLength(), 99
getMax (), 85, 86, 88
getMin(), 85-87
getMult (), 89
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getNumber (), 84, 86, 87, 103, 105,
107
getOperator(), 98
getUnit (), 96
getVectorSpace (), 99
Gewicht, 53, 103, 105
GNU-C++-Compiler, 69
GNU-C++-Library, 68
Grad, 53, 86
erster, 14
totaler, 14
zweiter, 14
grade(), 105
gradedAlgebra<field>, 33, 69, 90,
91
gradedCoalgebra<field>, 94
gradedCommAlgebra<field>, 33, 67,
91, 98
gradedCommCoalgebra<field>, 94
gradedLieAlgebra<field>, 34, 91
gradedVs, 69, 85, 91
gradedVS.cc, 69
Graduierung, 14, 99
endliche, 14
nach links (rechts) beschriinkte,
14
Graduierungsbedingung, 91
der Komultiplikation, 25, 34
der Multiplikation, 16, 33
Graduierungsoperator, 15, 30
gradunbeschrinkt, 102

Header, 68
hilf.h, 36
Hirzebruch L-Sequenz, 56, 80
homogene Elemente, 13, 33, 34
Homologieraum, 29
Homomorphismus

von '-graduierten Algebren, 16

von Hopf-Algebren, 28

von Koalgebren, 26

von Komplexen, 29
hopfAlgebra<field>, 35, 95, 102
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hopfAlgebraElm<field>, 69, 102

Impementierung, 68
in(), 100, 106, 108
index, 61, 102
init (), 103
inneres Produkt, 23
insert(), 106
int, 67
Integer, 67
Isomorphismus
von Hopf-Algebren, 28
von Koalgebren, 26
isZero(), 99, 105, 107

Jacobi—Identitét
verallgemeinerte, 16, 34, 91

Kategorie
der Cliffordalgebren, 19
der graduierten Vektorrdume, 13
Kettenkomplex, 29, 36, 97
dualer, 29, 98
Killing-Form, 39
Klasse, 67, 83
Koalgebra, 24, 25, 94
assoziative, 25
duale, 95
graduierte, 25, 95, 96
duale, 26
kommutative, 25
Tensorprodukt von, 26
Koeins, 25, 28, 35, 95
Kohomologie, 29, 31, 32
Kohomologiealgebra, 76
Kohomologieraum, 29
Kokettenkomplex, 29, 36, 97
dualer, 29, 98
Kommutativitit, 91
der Komultiplikation, 25, 34
der Multiplikation, 24, 33
Kommutator, 17
komplex—projektiver Raum, 76
Komultiplikation, 25, 35, 101
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Vertréglichkeit mit der Multipli-
kation, 35
Konstruktor
Kopier—, 67, 83
Kontraktion, 23, 68, 93
Korand, 29
Korandoperator, 29, 35, 97
Kozykel, 29

L0, 109
L—-Sequenz, 56, 80, 109
L-Sequenz, 56, 109
length(), 106
L hat(), 109
Lie-Algebra, 16, 39, 94
Ausnahme-, 48
einfache, 39, 48, 94
graduierte, 16, 17, 30, 33, 94
halbeinfache, 40
Strukturkonstanten einer, 44
klassische, 48
kompakte, 48
Rang einer, 41, 48
reelle, 48
Lie—Superalgebra, 16
lieAlgebra<field>, 94
lineare Abbildungen vom Grad 9§, 13
lineare Abbildungen vom Grad k, 14,
17
Linearform
negative, 41
positive, 41
linken, 68
list<type>, 69, 106, 107
Liste, 69
doppelt verkettete, 106
einfach verkettete, 106, 108
von Monomen, 102, 106
long, 67

m-Sequenz, 54
Mannigfaltigkeit
differenzierbare, 31
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kompakte, 32
orientierbare, 32
von endlichem Typ, 32
zusammenhingende, 32
Mat (), 89
Mehrfachvererbung, 69
Methode, 68, 83
min(), 103
Monom, 102, 104
Gewicht eines, 53, 105
Grad eines, 53
Liste von, 102, 106
Multiplikation von, 104
Zuweisung von, 104
monom<ring>, 104, 107
monomList<ring>, 106, 107
msequ<ring>, 60, 108
Multiindex, 37, 61, 102
Multiplikation, 24, 32, 35
Vertraeglichkeit mit der Komul-
tiplikation, 35
multiplikative Sequenz, 53, 54, 68, 102,
108
Algorithmus zur Berechnung ei-
ner, 60, 102
Rekursionsformel zur Berechnung
einer, 57
universelle Eigenschaft von, 54, 80

natiirliche Injektion, 15
newBasis (), 92, 98
Newtonsche Formeln, 54, 58

Objekt-Dateien, 68
Operator, 67, 107
Inkrement-, 61, 104
Vergleichs-, 67, 83
Zuweisungs-, 67, 83
operator, 107
*, 89, 95, 100, 101, 106, 107
*=_100, 101, 106, 107
+, 100, 108
++, 104
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+=.100, 108
-, 100, 106, 107, 108
-=,100, 108
<, 104
<<, 84, 87, 88, 90, 92, 93, 94, 95,
97,98, 100, 104, 106, 108, 109,
111
>> 84, 87, 88, 90, 92, 93, 94, 95,
97, 98, 100, 104, 106, 108
[1, 85, 86, 88, 100, 103, 105, 107,
109, 110
Ordnung
der Basisvektoren, 36
in t*, 40
orthogonale Zerlegung, 22
out (), 100, 106, 108

Poincaré
—Polynom, 15, 32
—Reihe, 15
Polynom, 102, 107
elementarsymmetrisches, 53
Multiplikation von, 107
symmetrisches, 53
Zuweisung von, 107
polynom<ring>, 102, 107
Polynom—Klasse, 102
primrat, 36, 68, 69
projection(), 99
Projektion, 99

Quasi—Isomorphismus, 30
Quotientenkomplex, 30

Rand, 29

Randoperator, 29, 35, 97

Rational, 46, 67

read(), 84, 87, 88, 90, 92-94, 97, 98,
109, 111

remove (), 107

save (), 84, 87, 88, 90, 92-94, 97, 98,
109, 110
Schablone, siehe Template
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set(), 99, 103

setcur(), 106

setDim(), 103

setZero(), 99

Strukturkonstanten, 32, 34, 88, 94
einer (Ko—)Multiplikation, 35

Superraum, 14

symmetrisches Polynom, 53
Hauptsatz fiir, 53

Td(), 109
Template, 67, 83, 106
verschachtelter, 106
tensorElm<field>, 101
Todd-Sequenz, 55, 80
Torus
maximaler, 39
totale Todd—Klasse, 76
Typumwandlungen, 67

ungerade Elemente, 14
universelle Eigenschaft von (1), 18
universelle multiplikative Eigenschaft,
54
Unterkomplex, 30
Unterraum
der Kordnder, 29
der Kozykel, 29
der Rénder, 29
der Zykel, 29

variablenbeschrénkt, 102
vectorSpace, 32, 69, 83
Vektorraum, 83
bigraduierter, 14
['—graduierter, 13
direkte Summe, 14
von endlichem Typ, 13
graduierter, 14, 85
dualer, 15
Tensorprodukt, 14
Vererbung, 69
virtuelle, 69
Vererbungsstrukturen, 69
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virtual, 69
VSelm<field>, 69, 99

weight (), 103, 105, 108
Wurzel, 39
einfache, 41
negative, 41
positive, 41
-raum, 39
-zerlegung, 39
-system, 39
-vektor, 41, 42

Zo—graduierter Vektorraum, 87
Z2degree (), 85, 86, 88
Z2gradedAlgebra<field>, 91
Z2gradedVS<field>, 87
zerlegbare Elemente, 17

Zykel, 29
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